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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Von den sechs Bänden dieser Reihe (Teilchen, Wellen, Quanten, Felder, 
Statistik, Relativität) wenden sich zwei an einen erheblich größeren Leser- 
kreis: die „Mechanik der Teilchen, Systeme und Kontinua“ und die „Elek- 
tromagnetischen Felder“. Sie sind diesem Ziel entsprechend noch sorgfältiger 
auf das Niveau ihrer Interessenten abgestimmt (und erscheinen daher erst 
jetzt). Eines der Hauptprobleme besteht bei einem solchen Buch darin, auch 
den Fernerstehenden in verständlicher Form zu informieren, ohne den un- 
mittelbaren Fachmann, den Theoretischen Physiker, zu ermüden. Um dem 
gerecht zu werden, wird hier durch eine dementsprechende Variation des 
Niveaus (Sägezahnkurve) dafür gesorgt, daß der Leser im allgemeinen ohne 
Bedenken das Studium eines Teils oder auch eines Kapitels abbrechen 
kann, um mit ddem nächsten zu beginnen. Für den vorliegenden Band wird 
vorausgesetzt, daß dem Leser die Grundbegriffe der Mechanik vertraut 
sind, siehe etwa Teilchen, [T 1] bis [T 4]. 


Die Bände sind keine Mathematikbücher. Trotzdem ist die in ihnen ent- 
haltene Mathematik durchaus ernst gemeint; sonst stünde es nämlich 
schlecht um dieses Werkzeug des Physikers! Auf einen bequemen Hinweis, 
der gegen mögliche Kritiken mathematischer Kollegen absichern soll, muß 
daher verzichtet werden. (Leider befand sich im Vorwort zu den „Wellen“ 
eine in diesem Sinne mißverständliche Bemerkung.) Ihre möglicherweise 
doch noch notwendige Kritik wird deshalb dankbar entgegengenomnien. Es 
muß aber auf zweierlei hingewiesen werden: Wenn zum Beispiel beim Rech- 
nen mit Differentialen nicht jeder Grenzübergang diskutiert wird, so liegt 
darin keine mangelnde mathematische Strenge, sondern ein gewisser Anspruch 
an die mathematische Bildung des Lesers. Zum anderen werden nicht alle 
jeweils denkmöglichen mathematischen Probleme auch besprochen. Deren 
Betrachtung rückt grundsätzlich nur dann in den Vordergrund, wenn dem 


Hauptthema entsprechend ein physikalisches Interesse damit verbunden ist. 


Vorliegender Band „Elektromagnetische Felder“ behandelt die gesamte 


Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen. Sein Studium soll den 


IV Vorwort 


Leser befähigen, diese Theorie sowohl in ihren Grundlagen zu übersehen, als 
auch universell anzuwenden. Dazu erschien es dem Verfasser besonders wich- 
tig, auch bei der Behandlung detailliertester Fragestellungen die damit ver- 


bundenen allgemeinen Zusammenhänge nie aus den Augen zu verlieren. 


Zunächst wird in Teil [1] der von der Teilchenmechanik her ungewohnte 
Feldbegriff eingeführt. In den nächsten Teilen [2] bis [5] wird die Theorie 
mit dem Studium der Felder im Vakuum, in Materie, bei Anwesenheit von 
Strömen und unter Einfluß von Induktionswirkungen nach und nach auf- 
gebaut. In Teil [6] liegt nach Einführung der Maxweuıschen Ergänzung 
die vollständige, in allen Einzelheiten begründete Theorie vor. Von hier aus 
läßt sich alles bis dahin Gelernte zentral überschauen. Es wird auf deduk- 
tivem Wege nochmals kurz zusammengestellt. Dadurch gewinnt Teil [6] 
für Wiederholungen und zusammenfassende Betrachtungen besondere Be- 
deutung (und wird im Inhaltsverzeichnis besonders hervorgehoben). Die 
Behandlung elektrodynamischer Vorgänge in bewegten Medien [7] führt zur 


speziellen Relativitätstheorie mit ihrem Formalismus. 


Als Maßsystem wurde durchweg das MKSA-System benutzt. Andere 
Einheiten werden zunächst in die MKSA-Einheiten umgerechnet und dann 
in die Formeln eingesetzt. Die in diesem System auftretenden Besonder- 
heiten sind genügend deutlich hervorgehoben, so daß es dem Leser nicht 


schwerfallen kann, auch andere Maßsysteme zu verwenden. 


Gelegentliche Hinweise auf andere Bände werden, deren Kurzbezeichnung 
entsprechend, mit T,W, Q,F,S, R abgekürzt. So bezeichnet [T 432] den Ab- 
schnitt [432] von Kapitel [43] in Teil [4] des Bandes ‚‚Teilchen“ [T]. (7) 
weist auf eine Formel des gleichen Abschnitts hin, (123.3) auf Gleichung (3) 
von [123]. Unabhängig von der Dimension werden im allgemeinen nur so 
viele Integralzeichen f in den Formeln angegeben, wie Differentiale daneben 
stehen. Eine Ausnahme bilden geschlossene Flächenintegrale ff, die sich 
von geschlossenen Wegintegralen $ deutlich abheben sollen. Außerdem 
scheint es gelegentlich (Gaussscher und Stokzsscher Satz) wichtig, die 


Dimension des Integrationsgebiets besonders zu betonen. 


Das vorliegende Buch ist ein Ergebnis zehnjähriger Lehrtätigkeit (mit star- 
ker studentischer „Rückkopplung‘“). Bei der Bearbeitung des endgültigen 


Vorwort V 


Manuskripts leistete Herr P. RENNERT durch Anregungen und kritische 
Hinweise wertvolle Hilfe, für die ihm an dieser Stelle sehr herzlich gedankt 
sei. Unter seiner Leitung und Verantwortung wurden auch die Korrekturen 
von einem Mitarbeiterkollektiv in dankenswerter Weise durchgeführt, das 
sich aus den Herren G. BESSNER, S. CoLLATZ, Dr. H.J. Kaiser, G. LEH- 
MANN, S. LIEBERENZ, Chr. REICHE und Frau E. MAcKkE zusammensetzte. 
Herrn F. Timer, danke ich für Hinweise zu den Teilchenbeschleunigern [54], 
Herrn B. PEsEL für die in bewährter Weise sorgfältige Anfertigung der 
Abbildungen. Dem Verlag sei für sein verständnisvolles Entgegenkommen 
gedankt, mit dem er bereitwillig auf alle Wünsche des Verfassers ein- 
gegangen ist. 


Dresden, den 31. Mai 1960 WILHELM MACKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN UND DRITTEN AUFLAGE 


Die erste Auflage war unvorhergesehen rasch vergriffen. Daher standen 
Autor und Verlag vor der Aufgabe, kurzfristig eine zweite und nunmehr 
auch eine dritte Auflage vorzubereiten, die hiermit vorliegt. Änderungen 
gegenüber der ersten und der zweiten Auflage wurden nur in kleinerem 
Umfang vorgenommen. Insbesondere konnten alle inzwischen bekannt ge- 
wordenen Druckfehler berichtigt werden. 


Dresden, den 20. April 1964 WILHELM MACKE 
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1 Der Feldbegriff in Elektrizität und Mechanik 


Während die Aufgabenstellung der Mechanik im allgemeinen darin be- 
steht, bei vorgegebenen Kräften die Bewegung irgendwelcher Massen zu 
berechnen, ist die Situation bei der Elektrodynamik in gewisser Hinsicht 
gerade umgekehrt. Hier besteht die Aufgabe darin, einen bestimmten Typ 
von Kräften, nämlich die elektrischen und magnetischen Kräfte, unter 
gegebenen Voraussetzungen zu berechnen. Es hat sich in der Entwicklung 
der Elektrodynamik als vorteilhaft herausgestellt, zwischen Masse und 
Kraft zwei weitere Begriffe einzufügen, nämlich den der Ladung und den 
des Feldes. Eine Masse löst nur dann elektrische Kräfte aus, wenn sie eine 
bestimmte Eigenschaft besitzt, die als Ladung bezeichnet wird. Die Ladung 
ihrerseits erzeugt ein elektrisches Feld, und das Feld wiederum ist in der 
Lage, auf andere geladene Massen Kräfte auszuüben. Erst durch die zu- 
sätzliche Einführung der Begriffe Ladung und Feld wird es möglich, einen 
Überblick über die im einzelnen recht verwickelten elektromagnetischen 
Erscheinungen zu bekommen. Diese Begriffe sorgsam einzuführen, ist das 
Ziel von [11] und [12]. 


Im übrigen unterscheidet sich die Beschreibung der elektromagnetischen 
Vorgänge von denen der Punktmechanik dadurch, daß alle physikalischen 
Größen durch Feldverteilungen dargestellt werden, zwischen denen be- 
stimmte, noch genauer zu untersuchende mathematische Beziehungen be- 
stehen. So können auch Ort und Bewegung einer einzelnen Punktladung 
«durch eine Verteilungsfunktion beschrieben werden, die Ladungsdichte. 
Im übrigen macht es sich bei vielen Problemen erforderlich, zwischen der 
feldphysikalischen Darstellung einerseits (Ladungsdichte) und der inte- 
gralen Beschreibung andererseits (Ladung) hin und her zu rechnen. Den 
Übergang zwischen beiden Beschreibungsformen vermittelt die in [131] 
eingeführte ö-Funktion. Die Mechanik wird in [132] in diese Feldbeschrei- 
bung einbezogen, nämlich in ihrer Formulierung als Kontinuumsmechanik. 


Schließlich stellt sich bei der Untersuchung elektromagnetischer Er- 
scheinungen immer wieder die Notwendigkeit heraus, Vektorfelder zu 
betrachten. Wie ein Vektorfeld mit seinen Quellen und Wirbeln zusammen- 
hängt, wird in [135] und [137] genauer untersucht. 


11 Elektrostatische Kräfte 
Zusammenfassung: Die einfachsten elektrostatischen Erscheinungen zeigen das 


Vorhandensein einer neuen, nichtmechanischen Grundgröße, der Ladung @, die mit 
zweierlei Vorzeichen auftritt. Sie wird in As gemessen. Die Kraftwirkungen zwischen 
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Ladungen werden durch das CouLomBsche Gesetz beschrieben. Sie sind proportional 
zu 1/r2 und besitzen ein Potential. Damit ist eine Fernwirkungstheorie der elektro- 
statischen Kräfte gegeben, die bei bekannter Ladungsanordnung die auftretenden 
Kräfte zu berechnen gestattet. 


111 Elektrische Ladung 


Im Rahmen der Elektrodynamik werden Erscheinungen, wie die elek- 
trische Ladung, beobachtet, die sich aus rein mechanischen Wirkungen 
heraus nicht erklären lassen. Eine Deduktion der Elektrodynamik aus 
mechanischen Betrachtungen ist daher unmöglich. Die erste Aufgabe bei 
einer Darstellung der Elektrodynamik muß vielmehr notwendig darin 
bestehen, bestimmte Erfahrungstatsachen, die als grundsätzlich angesehen 
werden und deshalb weitgehende Schlußfolgerungen ermöglichen, zu be- 
sprechen. Der Aufbau der Theorie muß also rein phänomenologisch be- 
ginnen. 


Eine Unterscheidung der elektromagnetischen Erscheinungen in grund- 
sätzliche und weniger grundsätzliche ist nicht ohne Willkür möglich. 
Während Darstellungen der Elektrotechnik gelegentlich mit den Begriffen 
Strom und Spannung beginnen und zunächst das OHMsche Gesetz er- 
läutern, empfiehlt es sich, für eine Darstellung der gesamten elektromagne- 
tischen Erscheinungen (makroskopisch und atomar, in Leitern wie im 
Vakuum) in herkömmlicher Weise solche Erscheinungen als Ausgangs- 
punkt der Betrachtungen zu wählen, die den Begriff der elektrischen 
Ladung in den Mittelpunkt stellen und diese mit mechanischen Größen 
verkoppeln. Am besten eignet sich hierzu das CouLoMBsche Gesetz von 
der Abstoßung und Anziehung elektrischer Ladungen. 


Erfahrungsgemäß geraten verschiedene Substanzen, wie Hartgummi 
oder Schwefel, beim Reiben mit Wolle in einen Zustand, den sie vorher 
nicht besessen haben: Sie sind nämlich in der Lage, leichte Papierschnitzel 
anzuziehen. Die hierbei beobachteten und nicht weiter erklärbaren Kraft- 
wirkungen werden als elektrostatische Kräfte bezeichnet. Andere Stoffe 
können durch Berühren mit dem geriebenen Hartgummistab in den gleichen 
Zustand gebracht werden. Holundermarkkügelchen, die an Seidenfäden 
aufgehängt sind, werden auf diese Weise elektrisiert. Das Besondere 
dieses elektrischen Zustandes besteht offenbar darin, daß er sich übertra- 
gen, also umfüllen läßt, wie man eine Substanz von einem Gefäß in ein 
anderes umfüllen kann. So nimmt bei teilweisem Umfüllen die elektrische 
Eigenschaft des Restes, nämlich die Fähigkeit, Papierschnitzel anzuziehen, 
ab, wie in Abb. 111.1 dargestellt ist. Diese substanzartige Eigenschaft der 
Elektrizität wird als elektrische Ladung bezeichnet, und man sagt, daß 
beim Berühren des Kügelchens mit einem Hartgummistab ein Teil der 
elektrischen Ladung übertragen wurde. 


[111] 11 Elektrostatische Kräfte 3 


Als nächstes wird festgestellt, daß mehrere vom gleichen Stab mit 
elektrischer Ladung versehene Holundermarkkügelchen, die an Seiden- 
fäden nebeneinander hängen, sich gegenseitig ausweichen, also Abstoßungs- 
kräfte aufeinander ausüben. Die gleichen elektrischen Eigenschaften bewirkt 
ein Glasstab, der einige Zeit mit einem Lederlappen gerieben wurde. Auch 
die mit ihm berührten Kügelchen üben Abstoßungskräfte aufeinander aus. 
Hält man jedoch zwei Kugeln nebenein- 
ander, von denen die eine durch Hart- 
gummi, die andere durch Glas elektrisiert 
wurde, so zeigen sie eine gegenseitige 
Annäherung. Sie üben aufeinander An- 0 
ziehungskräfte aus, vergleiche Abb. 111.2. 


4 


Harlgummi 

Diese Beobachtungen zeigen, daß man 
zwei Arten elektrischer Substanz, also 
elektrischer Ladung, zu unterscheiden IR 
hat, die im Hartgummi und die im Glas 
entstehende. Beide Arten besitzen gleiche b 
Eigenschaften. Sie ziehen Papierschnitzel Eos 
PD. 7777 [7 

2.0 DR b € 7 
Abb. 111.1. a) Ein geladenes Holundermark- Abb. 111.2. a), b) Zwei vom 
kügelchen zieht Papierschnitzel an, ein un- gleichen Stab berührte Kügel- 
geladenes nicht. b) Berührung. c) Beide Kugeln chen stoßen sich ab. c) Ein vom 
sind geladen, aber es werden pro Kugel weniger Hartgummi berührtes Kügelchen 

Papierschnitzel angezogen und ein vom Glas berührtes 


ziehen sich an 


an, und von demselben Stab berührte Kügelchen stoßen sich ab. Sie 
müssen sich aber voneinander unterscheiden, da sie sich gegenseitig anzie- 
hen. Überträgt man auf eine durch Hartgummi geladene Kugel weitere 
elektrische Ladung mit einem Glasstab, so kann sie dadurch wieder in den 
ungeladenen Zustand versetzt werden. Demnach kompensieren sich die 
beiden Sorten elektrischer Ladung, und es empfiehlt sich, sie als positive 
und negative Ladung zu unterscheiden. Konventionell wird die im Glas her- 
vorgerufene Ladung als positiv und die im Hartgummi und Schwefel hervor- 
gerufene Ladung als negativ bezeichnet, Diese Festlegung des Ladungsvor- 
zeichens war, wie sich später herausstellte, nicht sehr glücklich, weil mit 
ihr die wichtigsten Träger elektrischer Ladung, die für den elektrischen 
Strom in Metallen verantwortlichen Elektronen, negativ geladen sind. 
2 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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112 Couzomssches Gesetz 


Nach dieser qualitativen Darstellung der Grunderfahrungen über die 
Elektrizität muß die weitere Aufgabe darin bestehen, durch Verfeinerung 
der Erfahrungen zu quantitativen Aussagen zu kommen und diese wiederum 
mathematisch zu formulieren. Hierzu führt die genauere Untersuchung der 
elektrostatischen Kräfte zwischen den erwähnten elektrisch geladenen 
Kügelchen, die in der Anordnung von Abb. 112 betrachtet werden. 
Die linke Kugel trägt die Ladung Q und ist fest. Die rechte besitzt die 
Ladung q und kann durch Veränderung des Auf- 
hängepunktes A in jede gewünschte Lage ge- 
bracht werden. Diese Anordnung ist zur quanti- 
tativen Untersuchung der elektrostatischen Kraft 
unter verschiedensten Voraussetzungen geeignet. 
Die Abstoßung zwischen beiden Ladungen macht 
sich darin bemerkbar, daß der rechte Faden nicht 
senkrecht hängt, sondern den Winkel » mit der 
Lotrechten bildet. Dieser liefert in der Gleichung 


tp= ) 


mg 
Abb. 112. Anordnung zur BER : 
Messung der Kraft zwi- das Verhältnis der zu untersuchenden elektrischen 


schen Ladungen. @ ist Kraıt K zur Schwerkraft mg. 


befestigt, k durch = E : : E 
a = a Zunächst wird beim Vergleich der Kraftwir- 


jede gewünschte Lage ge- kungen in verschiedenen Abständen r ein Nach- 
bracht werden lassen der Kraft mit dem Abstand beobachtet, 
derart daß K » 1/r? ist. Dann werden die gelade- 
nen Kugeln nacheinander mit gleichen, ungeladenen Kugeln in Verbindung 
gebracht, so daß ihre bisherige Ladung sich auf jeweils zwei Kugeln 
verteilt, im ersten Falle also von Q auf Q/2 absinkt, im zweiten Falle von g 
auf g/2. Die gleichzeitige Beobachtung des Winkels (1) zeigt, daß die 
Kraft K dabei jedesmal auf den halben Wert sinkt. Demnach ist sowohl 
Kr»0Q als auch Kg. Die Zusammenfassung dieser Erfahrungen führt 
auf ein Kraftgesetz von der Form 


oO 


Be, (2) 


4re 7? 


Es berücksichtigt das Wachsen von X mitQ und q sowie das Sinken mit r?. 
Daneben muß auf der rechten Seite von (2) noch irgendeine Konstante auf- 
treten, da ja nur von Proportionalität die Rede war. Diese Konstante wird 
konventionell mit 1/4re, bezeichnet. Diese scheinbar umständliche Bezeich- 
nungsweise wird sich später als zweckmäßig erweisen, insofern als wichtigere 
Gleichungen der Elektrodynamik dadurch eine einfachere Form erhalten. 
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113 Maßeinheit der Ladung 


Eine Diskussion über den Zahlenwert der Konstanten 1/4re, ist nur 
möglich, wenn man gleichzeitig für die Ladungen Q und g eine Maßeinheit 
festlegt, die mit LE (Ladungseinheit) bezeichnet werden kann. Die Wahl 
einer bestimmten Ladungseinheit bedeutet dabei so etwas wie die Auf- 
stellung einer Norm, durch die eine Ladung mit dem Zahlenwert Eins 
festgesetzt wird. Zur Festlegung einer solchen Norm läßt sich prinzipiell 
das Gesetz (112.2) selbst benutzen: Zum Beispiel mögen zwei Kügelchen 
mit gleicher Ladung, die 1cm Abstand voneinander haben, dann die 
Ladungsmenge 1 LE tragen, wenn sie die Kraft 1 dyn aufeinander ausüben. 
Die in (112.2) auftretende Konstante muß dann den Wert 

1 dyn cm? 

Ir, um e 
besitzen. Damit ist die Anordnung der Abb. 112 im Zusammenhang 
mit (1) und (112.2) ohne weiteres in der Lage, unbekannte Ladungen zu 
bestimmen, nämlich durch Messung der auf sie ausgeübten Kraftwirkung. 
Durch eine solche Konvention über die Ladungseinheit wird ein bestimmtes 
elektrisches Maßsystem eingeführt, das sogenannte @ausssche Maßsystem, 
das zwar den Problemen der Elektrostatik gerecht wird, sich jedoch bei 
anderen elektromagnetischen Problemen als weniger gut geeignet heraus- 
stellt. 


Die heutige international anerkannte Konvention schließt sich an die 
mechanischen Einheiten Meter, Kilogramm und Sekunde an. In diesem 
System ist die Maßeinheit der Kraft das Newton (N), die der Arbeit das 
Joule (J = Nm) und die der Leistung das Watt (W = Js! = Nms"t). 
Die Ladungseinheit wird durch einen anderen Zahlenwert als in (1) definiert 
und als Coulomb oder Amperesekunde mit C oder As bezeichnet. Für das 
Verhältnis von Arbeit zu Ladung bzw. Leistung zu Strom wird das Volt 
(V = JC-!= WA!) als Einheit festgelegt. Damit erhält die in (112.2) 
auftretende Konstante den leicht zu merkenden Wert 

1 Nm? 


Vm 
—g . 9 —— . Mn ° 
ER 9.10 As): 9.10 A (2) 


Die Ladungseinheit Coulomb ist sehr 
viel größer als die in (1) gewählte Ein- 
heit LE. Zwei Ladungen von 1C, die 
sich im Abstand von 1m gegenüber- 
stehen, üben nach (112.2) und (2) eine 
9 ; 
Kae von BIO N sand A Aa u. Clare, u 
2 ” die Größe von 1 zu veranschau- 
durch eine Schwerkraft Mg, mit jichen. 1 Million t sind nötig, um das 
g = 9,81 ms"? als der Erdbeschleuni- Gleichgewicht herzustellen 


2* 
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gung, zu kompensieren, ist die ungeheure Masse von M = 10° kg, also 
1 Million t (!), erforderlich. 


Hier muß vermerkt werden, daß, der allgemein üblichen Definition des 
Coulomb entsprechend, (2) nur ungefähr gilt. Der exakte Zahlenwert ist 
durch 


1 c? ; 4n Vs 
— mt M=Io iu (3) 


4rce, 4r 


gegeben. Er berechnet sich für die Konstante &, zu 


60 8,859 10-22 2. (4) 


In (3) bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit. Die Beziehung (2) ist also 
nur insoweit erfüllt, als für die Lichtgeschwindigkeit näherungsweise 
c=#3 .10® ms“! gesetzt werden kann. Der willkürlich festgelegte Zahlen- 
wert 4r. - 10°” von u, hat lediglich historische Bedeutung. 


Bei der im Zusammenhang mit dem CouLomBschen Gesetz gemachten 
Konvention (3) bzw. (4) gewinnt der Leser leicht den Eindruck, daß hier 
einfache physikalische Zusammenhänge in ihrer Beschreibung durch 
schwierige Normierungen belastet werden. Das ist jedoch nur scheinbar 
der Fall, und hat einen tieferen Grund: In der theoretischen Physik 
ist es üblich, daß man sich physikalische Zusammenhänge klar macht. 
indem man, wie hier im Zusammenhang mit Abb. 112 geschehen, Ge- 
dankenexperimente durchführt. Dabei denkt man sich eine experimentelle 
Anordnung aus, die den beobachteten Sachverhalt am leichtesten und 
übersichtlichsten verständlich macht. Die in den Gedankenexperimenten 
verwendeten Apparate unterscheiden sich aber, wenngleich nicht prinzi- 
piell, so doch rein praktisch, oft wesentlich von denen, die der Experi- 
mentator benutzt. Dieser kann sich bei der Wahl seiner Mittel nicht allein 
danach richten, wie die betreffende physikalische Erscheinung am über- 
sichtlichsten zu verstehen ist, sondern er muß so arbeiten, daß er die 
zu untersuchenden Größen am genauesten bestimmen kann. Das ist 
auch der Grund, warum sich beim MKSA-System die Definition (3) der 
Ladungseinheit As nicht direkt an das CouLoMmBsche Gesetz (112.2) an- 
schließt, sondern an andere Gesetze, die experimentell genauer nach- 
prüfbar sind. 1/4 re, in (112.2) ist dann keine willkürlich wählbare 
Konstante mehr, sondern kann durch Messung der Lichtgeschwindig- 
keit ermittelt werden. Der Zusammenhang mit der Lichtgeschwindig- 
keit in der Form (3) ist ein Sachverhalt, den erst die Darstellung 
der weiteren Theorie aufdecken kann und der ausführlich in [435] be- 
sprochen wird. 
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114 Vektordarstellung der CouLomskraft 


Die Meßmethode von Abb. 112 soll jetzt in solcher Weise erweitert 
werden, daß sich auch die Richtung der Kraftwirkung erkennen läßt. Es 
stellt sich heraus, daß die CovLomkkraft (112.2) in Richtung der Ver- 
bindungslinie der beiden betreffenden Ladungen wirkt, wie in Abb. 114.1 
dargestellt wird. Dabei ist Q die festgehaltene und q die bewegliche Ladung, 
an der die Kraftwirkung gemessen wird. (Natürlich läßt sich auch die 
umgekehrte Kraftwirkung diskutieren.) 


In der Vektorsehreibweise bedeutet 


einen Punkt des Raums, dessen Darstellung in einem Koordinatensystem mit 
den Einheitsvektoren e,,e, und e, durch Zahlen x, yund z erfolgt. Durch die 


Gesamtheit aller Zahlenwerte x,y und z ist & 
die Gesamtheit aller Raumpunkte r gegeben. 
& 
9 
%“ 
a 
Abb. 114.1. Abb. 114.2. 
Zur Definition des Kraftvektors in (2) Der Kraftvektor £=$,;(r) in (3) 


Die Beschreibung der Raumpunkte durch (1) enthält einen Bezugspunkt, 
den Punkt r= 0, charakterisiert durch die Zahlenwerte = y=z2=0. 
An diesem Ort soll sich die Ladung © befinden. Die von Q auf g ausgeübte 
Kraft hat ihren Angriffspunkt bei g. Sie ist ein Vektor, der die gleiche 
Richtung wie r besitzt und sich durch 

t t 

lvEzi nr Fee r (2) 

darstellen läßt. r ist der Abstand zwischen g und @, r/r der Einheitsvektor 
in Richtung r. Wenn die ruhende Ladung nicht bei tr = 0, sondern am Ortr, 
liegt und mit Q, bezeichnet wird, so ist nach Abb. 114.2 der Verbindungs- 
vektor r —r;. Die von Q; herrührende, auf die Ladung g ausgeübte Kraft- 
wirkung ist Q 
Kt) 2 


in Erweiterung von (2). 


ee t—Ls, 
ro tr—ıu? Ir!’ 


3) 


Als nächstes wird eine Anordnung von mehreren festen Ladungen 
Qı; Qs, .. . betrachtet. Von der Mechanik her ist bekannt, daß mehrere 
Kräfte, die gleichzeitig auf einen Massenpunkt wirken, eine resultierende 
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Kraft ergeben, die aus der Vektorsumme der Einzelkräfte besteht. Unter 
Verwendung dieses Erfahrungssatzes werden die auf q wirkenden Kräfte, 
die alle vom Typ (3) sind, additiv überlagert. So entsteht 


IR -T BEER = (4) 


i 


4reit—t,|? <r]| 


als Gesamtkraft. [Daneben wären grundsätzlich noch Zusatzkräfte denk- 
möglich, die auf eine Ladung nur wirken, wenn mindestens zwei andere 
Ladungen in der Nähe sind. Solche ‚Mehrkörperkräfte‘‘ werden aber in der 
Elektrodynamik nicht beobachtet. In diesem Sinne ist die Gültigkeit von 
(4) eine Erfahrungstatsache.] 


115 Potential und Gradient 


Weiter wird die Frage untersucht, ob elektrostatische Kräfte von der 
Form (114.2, 3 oder 4) ein Potential besitzen. Aus der Mechanik ist bekannt, 
daß jedes Kraftfeld, das den Bedingungen 


K=Rlı) Fars=0 (1) 


für beliebige geschlossene Wege genügt, eine Potentialfunktion 


Ve) = Pl) — far Kr) (2) 


eindeutig besitzt. 


Zur Bezeichnungsweise in (1) und (2) sei erwähnt, daß zwei nebenein- 
anderstehende Vektoren hier stets skalar zu verknüpfen sind. Es bedeutet 
daher 

ab=a,b,+ a,b,+ a,b, (3) 


das skalare Produkt zweier Vektoren a und b mit der zugehörigen Kom- 
ponentendarstellung. Das Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren a und b 
wird durch 


le, 0, b;\| e,(a,b,— a,b,) 
axb= a,b, =i+e,(,b,— a,b) (4) 
| e, d, b,| + et 


definiert. 


Die Bedingungen (1) sorgen dafür, daß die in (2) definierte Funktion 
V(t) nur vom Ort allein abhängt, nicht aber von dem bei der Integration 
in (2) speziell benutzten Wege. In (2) bedeutet V (rt) — V (t,) die Arbeit, 
die gegen die Wirkung der elektrostatischen Kräfte geleistet werden muß, 
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um die Ladung q vom Punkt r, nach irgendeinem anderen Punkt r zu ver- 
schieben. Aus der Wegunabhängigkeit von V(r) in (2) folgt, daß diese bei 
der Verschiebung aufgewandte Arbeit beim Rücktransport von r nach t, 
auf einem beliebigen Wege zurückgewonnen wird. V in (2) bedeutet daher 

so etwas wie eine reproduzierbare Arbeits- 
Vrar) = V+ dV reserve des Kraftfeldes 8. 


Die Gleichung 
Vıe)=V (5) 


mit beliebigem Zahlenwert der Konstanten V 
ist die Gleichung einer Fläche, der sogenann- 
ten Potentialfläche. Sie vereinigt alle Punkte, 
die untereinander ohne Arbeitsaufwand zu 
erreichen sind. In Abb. 115.1 sind zwei 
benachbarte Potentialflächen (5) mit den 
Abb. 115.1. Zahlenwerten V und VY-+dV angedeutet. 


Benachbarte Potentialflächen 
und Lage von grad V 


Um vonr zu einem Nachbarpunkt r + dt 
zu gelangen, ist die Arbeit 


oV 


oV oV oV 
= dx - dy dy-+ BE dz= = dı (6) 


98 


dV 


erforderlich. In dieser Gleichung wurde als Abkürzung 


(0) ö (0) () 
Katy te 02 m 


eingeführt. 0 V/Or wird als Gradient von V bezeichnet und auch grad V ge- 
schrieben. Das Auftreten von Vektoren unterhalb des Bruchstrichs ist im 
allgemeinen sinnlos, wenn es nicht durch besondere Definition, wie hier 
in (7), eine spezielle Bedeutung erhält. Die beim Verschieben um dt 
erforderliche Arbeit (6) läßt sich also durch ein skalares Produkt von dr 
mit dem Gradienten darstellen. Das Quadrat des Vektors 0/Ot ist ein skalarer 
Differentialoperator, nämlich 


ö12 ö h) Io 2 a 
4 (=) (est wagte) ie tIp te (8) 


der auch LAPLAcEoperator genannt wird. 


Zur Untersuchung des Gradientenvektors grad V wird (6) bei verschiedenen 
Richtungen von dt betrachtet. Zunächst soll dt in der durch r verlaufenden 
Potentialfläche (5) liegen. Das ist in Abb. 115.1 dr,. Dann muß dV=0 
sein und wegen (6) die Beziehung 


Mi di (9) 
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gelten. Der Gradient steht also senkrecht auf dt;. Diese Aussage gilt für 
alle Vektoren dt;, die in der Fläche V(r) = V liegen, aber sonst beliebige 
Richtung haben können. Da grad V senkrecht auf ihnen allen steht, muß 
dieser Vektor in die Normalenrichtung der Potentialfläche (5) weisen. 
Den Betrag des Gradientenvektors erhält man dann, wenn dt in (6) die 
Richtung II von Abb. 115.1 besitzt, also die Normalenrichtung der Potential- 
Bi fläche. In diesem Falle sind die bei- 
den Vektoren in (6) gleichgerichtet, 
und für die zugehörige Potentialdiffe- 
renz gilt 


ie? ia: 
1.8 | (10) 
jdr|=ds. 


Der Betrag des Gradienten ist daher 
gleich der Potentialdifferenz dV zwi- 


Abb. 115.2. 


Eindimensionaler Potentialverlauf bei fi ER 
Abstoßung (x,) und Anziehung (z,) schen den beiden Flächen, dividiert 


durch deren Abstand ds. 


Vergleicht man im übrigen (2) und (6) unter der Voraussetzung, daß 
t sich von tr, nur um dr unterscheidet; so zeigt der Vergleich, daß 


= — —— (11) 


gelten muß. Für den eindimensionalen Fall ist dieser Zusammenhang in 
Abb. 115.2 dargestellt. Die Kraft ist gleich dem ‚Potentialgefälle“, der 
negativen Steigung von V (x). 


Die Gleichungen (2) und (11) erlauben also die gegenseitige Bestimmung 
von fl! und V. Bei der Untersuchung der Frage, ob eine Kraft ein Potential 
besitzt, wird man oft auf die genauere Untersuchung von (1) und die Kon- 
struktion von (2) verzichten können, indem man durch Probieren eine 
solche Funktion V sucht, die die Gleichung (11) erfüllt. Eine notwendige 
und, wie später bewiesen wird, auch hinreichende Bedingung dafür, daß 
eine Kraft fi sich in (11) als Gradient von einem Potential darstellen läßt, 


ist ö 12 


Damit ist das Vektorprodukt (4) zwischen dem in (7) erklärten Operator 
0/Or und dem Kraftfeld $t gemeint. Die Differentiationen 0/dz, .. beziehen 
sich auf die Abhängigkeit der Kraft St von z,.... Die Bedingung (12) 
ist notwendig, weil beim Einsetzen von (11) 
(7) oV 0 07 oo 0V\,_ 
TEST: Ar 02 ei u 


ER; (13) 
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entsteht, ein Ausdruck, der identisch verschwindet. Daß die Bedingung (12) 
gleichzeitig auch hinreichend ist, wird erst später in [137] bewiesen. 
Dort kann nämlich gezeigt werden, daß die zweite Gleichung von (1) mit 
(12) äquivalent ist. 


116 Potentialberechnung bei elektrostatischen Kräften 


Vor dem Aufsuchen des Potentials der elektrostatischen Kraft sollen 
noch einige Rechenbeispiele für Gradienten erwähnt werden. Die drei 
Gleichungen 

ar=c F=R (axı? =R: (1) 
beschreiben für verschiedene R bzw. c je eine Schar von Ebenen, 
Kugeln und Zylindern. Bildet man die Gradienten der jeweils links in (1) 
stehenden Ortsfunktionen, was man am sichersten in der Komponenten- 
darstellung durchführt, so ergeben sich die zugehörigen drei Gleichungen 


R) 
— ogt=a —ofß-2r 
or or 
R (2) 
3, laxı?=—2ax (ax). 
t 
AR=C+IC 


Abb. 116.1. Gradienten der verschiedenen 
Flächenscharen von Gleichung (1) 


In allen drei Fällen sieht man aus Abb. 116.1, daß der Gradient stets die 
Normalenrichtung der zugehörigen Fläche besitzt. (Das Zeichen o in (2) 
trennt die skalar miteinander zu verknüpfenden Vektoren von den übrigen 
Vektoren ab. Man mache sich an Hand der Komponentendarstellung den 
Unterschied zwischen ao be und ab o c klar!) 
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Eine nur vom Abstand r vom Bezugspunkt abhängige Funktion V(r) 
liefert durch 
Vr)=C (8) 


für verschiedene Zahlenwerte C eine Schar von Kugelflächen. Als Gradient 


entsteht der Vektor 


_dr dV var N 


= Or dr r dr ’ 


der die Richtung des Ortsvektors r und somit die Richtung der Kugel- 
flächennormalen besitzt. Die Richtigkeit von (4) bestätigt man wiederum 
am einfachsten mit der Komponentendarstellung (115.7). So entsteht für 
die x-Komponente 


oV_ ar dv oAya+y+z2daV x 
T 


d 
Ps 151 
ö2 dx dr Öx dr dr ' (5) 
Bedeutet r nicht den Abstand vom Koordinatenursprung, sondern von 
einem anderen Punkt r,, so geht (4) in 
0) Or dV  x—ı dV(n 


or Fr)= 9 dr I|t—-u| dr (6) 


über. Schließlich soll noch die Kraft 
K=axt (7) 


betrachtet werden. Sie besitzt kein Potential wegen 


ö ö 
Sastelze or=3a—a=2a#+0. (8) 


(Für die Auswertung von (8) siehe (137.17 und 18).) 


() & ö 
x8t=;,xXlaxn a 


Nach den bisherigen allgemeinen Überlegungen läßt sich das Potential 
der elektrostatischen Kraft (114.2) leicht angeben. Die Kraft $? in (114.2) 
ist überall radial gerichtet. Die zugehörigen Potentialflächen müssen also 
Kugelflächen sein. Wenn $ überhaupt gemäß (115.2) ein Potential besitzt, 
so muß für dessen Gradienten (4) gelten. Beim Vergleich von (114.2), 
(115.2) und (4) folgt 

dV u 49 (9) 


dr “ Arsır? 


und somit für das Potential selbst 


vn)=—% mt Vio)=0. (10) 


ETEgT 


Hierbei ist eine Integrationskonstante fortgelassen. Dadurch erhält das 
Potential (10) gerade die Eigenschaft V (oo) = 0. Eine entsprechende Be- 
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trachtung liefert das Potential zur Kraft (114.3). Hier tritt beim Vergleich 
lediglich (6) an die Stelle von (4). Das zugehörige Potential ist 


re 1) 


Arcor] 


Auch die von mehreren Ladungen bewirkte Kraft (114.4) besitzt ein 
Potential. Zum Beweis bildet man einfach 
oV 


R-FRN-—2 He-5-. (12) 


Hier sind zunächst die Einzelkräfte 8, durch die zugehörigen Potentiale 
(12) dargestellt. Da aber Summation und Differentiation vertauschbar 
sind, entsteht St als negativer Gradient der Funktion 


(13) 


Die Darstellung der elektrostatischen Kräfte durch Potentiale bedeutet 
eine große rechnerische Erleichterung, weil auf diese Weise die in $ ent- 
haltenen drei Funktionen K,, K, und K, durch eine einzige Funktion V 
dargestellt werden. 


Übungsaufgaben 
11.1. Wie groß muß in Abb. 113 die Ladung Q sein, damit die elektrostatische An- 
ziehungskraft das Gewicht einer Masse von 1 kg kompensiert ? 


11.2. Zwei a) gleichnamige b) ungleichnamige Ladungen haben einen Abstand 2d 
voneinander. Wie groß ist die Kraft auf eine Probeladung g in der Mittel- 
ebene? 


11.3. Man berechne das Potential V aus OV/ör=Po(ax t)/lax r]?. Wie sehen 
die Aquipotentialflächen aus? 


12 Elektrostatik und Mechanik 


Zusammenfassung: Da Ladung nur gekoppelt mit Masse auftritt, wird um- 
gekehrt die Ladungsverteilung über die mechanischen Bewegungsgleichungen durch 
die Kräfte festgelegt. Nach Einführung des elektrischen Feldes F entsteht eine Nah- 
wirkungstheorie als erweitertes Schema: Die Ladungen rufen ein Feld hervor, das 
Feld bewirkt eine Kraft, die Kraft bestimmt die Bewegung der Ladungen. 


121 Bewegte Punktladung im Feld 


In [11] sind die auf eine Punktladung q wirkenden elektrostatischen 
Kräfte, hervorgerufen durch irgendwelche anderen Ladungen@;, besprochen. 
Erfahrungsgemäß ist aber Ladung stets mit dem Vorhandensein von Masse 
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verknüpft. Nach den Gesetzen der Mechanik werden durch die vorhandenen 
Kräfte die Massen bewegt und damit die auf ihnen befindlichen Ladungen. 
Dies hat zur Folge, daß die Ladung q im Zeitablauf eine Raumkurve r=$(t) 
durchläuft. Sie befindet sich dann zur Zeit t an demjenigen Raumpunkt rt, 
der den speziellen Wert r = 3(t) besitzt. Die übrigen, hier als unbeweglich 
angenommenen Ladungen Q,; erzeugen entsprechend (114.4) ein an allen 
Punkten r des Raumes vorhandenes Kraftfeld $ (tr) — so jedenfalls läßt sich 
die Gleichung zweckmäßig und übersichtlich interpretieren —, dessen Wert 
nun ganz speziell an der Stelle einzusetzen ist, an der sich die Punktladung 
befindet. Das Grundgesetz der Mechanik lautet daher hier 


mil)=RM|-3n=R(l2()) (1) 


und stellt eine Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung zur Bestimmung 
der Raumkurve 3(t) dar. 


Befindet sich nur eine einzige feste Ladung Q im Raum, und zwar am 
Koordinatenursprung, so ist für 8 in (1) der Ausdruck (114.2) einzusetzen. 
Die Bewegungsgleichung (1) erhält die Form 

ms) I 2 ss (2) 


 Anegs? 8 


und unterscheidet sich bis auf konstante Faktoren auf der rechten Seite 
in keiner Weise von der Nzwronschen Differentialgleichung für die Pla- 
netenbewegung um die ruhend gedachte Sonne. 


Die Integration dieser Bewegungsgleichung stützt sich auf vier Er- 
haltungssätze, nämlich für Energie und drei Komponenten des Drehimpulses. 
Aus der Erhaltung des letzteren folgt, daß die Bewegung 3 (t) in einer Ebene 
stattfindet und daß in dieser Ebene der Flächensatz gilt, demzufolge der 
Fahrstrahl der Bewegung unabhängig von der speziellen Form der Bahn- 
kurve in gleichen Zeiten gleiche Flächen überstreicht. Die Richtung des 
Drehimpulses stimmt mit der Normalenrichtung der Ebene überein. Diese 
Erhaltungssätze stellen vier erste Integrale der Bewegung dar, so daß zur 
vollständigen Bahnberechnung nur noch zwei weitere, direkt durchführbare 
Integrationen erforderlich sind. Die allgemeinste Lösung enthält sechs 
Integrationskonstanten. Als solche können Ort und Geschwindigkeit zu 
irgendeiner Anfangszeit t= 0 gewählt werden. In ihnen sind die Zahlen- 
werte von Energie und Drehimpuls, die ja ebenfalls Integrationskonstanten 
sind, enthalten. 


Im Vergleich zur Planetenbewegung (123.3) unterscheidet sich (2) da- 
durch, daß hier an Stelle von —ymM/4r der Faktor qQ/4re, auf- 
taucht. Zu beachten ist, daß die Massen m und M stets positiv sind, die 
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Ladungen g und Q jedoch verschiedene Vorzeichen tragen können; dabei 


bedeutet Abstoßun 

19920 Aechuns (3) 
Im Falle von Abstoßungskräften kommen als Bahnkurven nur Hyperbeln 
in Frage. Bei Anziehungskräften sind jedoch zwei, in Abb. 121 dargestellte 
Fälle zu uniterscheiden, nämlich 


Ellipsen ° (4) 
wie in der NewTronschen Mechanik. 


Quantitativ allerdings bestehen zwischen elektrischen Kräften und 
Gravitationskräften außerordentliche Unterschiede. Betrachtet man zum 
Beispiel die elektrisch geladenen Bestandteile der Materie, die, wie Proton 
und Elektron im Wasserstoff, die Atome bilden, so erhält man für das 
Kräfteverhältnis 

e?/4 re, 

Salz” 10%, (5) 
mit e als der beim Proton 
und Elektron dem Betrage 
nach gleichgroßen Elemen- 
tarladung und m bzw. M 
als den Massen von Elek- 
tron bzw. Proton. Die elek- 
trischen Kräfte sind also 
ganz außerordentlich viel 
stärker als die Gravitations- 
kräfte. In atomaren Berei- 


5, chen kann die Wirkung der 

Abb. 121. Mögliche Bahnen der Ladung q unter Iststs hläss; 
dem Einfluß einer festen Ladung Q@ a) Anziehung: PUENSREN . vernachlässigt 
Ellipsen für E<0 und Hyperbeln für E>0, werden. Sietragen zum Auf- 
b) Abstoßung: nur Hyperbeln mit E>0 bau der Materie nichts bei. 


122 Fernwirkungstheorie elektrostatischer Kräfte 


Als nächstes werden mehrere Ladungen @; betrachtet, die sich mit den 
zugehörigen Massen m; räumlich konzentriert an den Orten 3, befinden. 
Diese Punktladungen genügen den Bewegungsgleichungen 

mal). (1) 
X; ist die auf die i-te Ladung wirkende Kraft, die sich aus den von allen 
übrigen Ladungen Q;, herrührenden elektrostatischen Wechselwirkungen $;, 
zusammensetzt: 


= » hr Kr AT - G— (2) 


k(#i) are; — 3? 18:—3,| 
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Das Gesamtpotential V dieses Systems setzt sich entsprechend 
1 7 49 
tv sr = vyY vo Mu 
02 kl 2 ei kl kl dre 3] (3) 


aus der Summe über alle Paare V,, zusammen. Summiert wird hier über 
alle % und ! unter der Nebenbedingung k< I bzw. k#1. 


Zur en der :-ten Ladung zerlegen wir V entsprechend 


3,2 Pu=g[ 2 Vat, 2 Vet Z Pr (4) 
k(=+i) Pe 
in Glieder, die von ? abhängig und unabhängig sind. Nach (3) ist Y., = Vır: 
daher gilt einfach 
1 
= 2 Varz 2 Vu: (5) 
UF kHFUFÜ) 
Bei Gradientenbildung nach 5, können die von i unabhängigen Paare in 
(4) gestrichen werden, so daß mit (2) und analog zu (116.12) 
) v () 5 
33, BI au, (6) 
entsteht. —0V/ö8, stellt also wirklich die auf die i-te Ladung wirkende 
und von den übrigen Ladungen /(=#:) hervorgerufene Gesamtkraft 8, dar. 


Die Gleichungen (1) und (2) stellen ein System von N Vektordifferential- 
gleiehungen zweiter Ordnung dar, die miteinander gekoppelt und daher 
nicht ohne weiteres elementar und exakt lösbar sind. In der Mechanik 
jedoch wird gezeigt, daß Lösungen eines solchen Systems immer existieren 
und daß darüber hinaus der Zeitablauf des Systems, dargestellt durch 
die Funktionen 3, (f), 8g(8), -..,Sy(£), eindeutig bestimmt ist, wenn bei 
t= 0 die Orte 3, (0), ...,3y(0) und die Geschwindigkeiten $, (0), ...,5x(0) be- 
kannt sind. (1) und (2) bestimmen also die Bewegung der Ladungen und 
Massen vollständig. Die elektrostatischen Wechselwirkungskräfte des 
betrachteten Systems haben die Eigenschaften 


I=0 urn Hyd, =0. M 


Sie verschwinden nämlich in der Summe, weil sie paarweise als 8,, = —$;; 
entgegengesetzt gleich sind. Die zugehörigen Drehmomente verschwinden, 
weil die $};, außerdem in Richtung der Verbindungslinien (tr; — t;) liegen. 
Ein beliebiges geschlossenes Wegintegral verschwindet, weil die Kräfte 
ein Potential besitzen. 


Diese Eigenschaften der Kräfte machen das durch il) und (2) beschrie- 
bene System von Punktladungen zu einem abgeschlossenen System, in 
dem sich, wie die Mechanik lehrt, zehn Integrale der Bewegungsgleichungen 
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sofort angeben lassen. Es sind dies die Komponenten von Impuls und 
Drehimpuls 


P=ImS L=yHxmS, (8) 
die Energie 
B=-3 84V, ..-, 3m) (9) 
und schließlich die Komponenten des sogenannten Anfangsschwerpunkts 
„_ ms) _P 
= ym Im (10) 


Alle diese Größen sind zeitunabhängig und stellen Integrationskonstanten 
der durch (1) beschriebenen Bewegung dar. 


Während die Mechanik die Bewegung der Ladungen und damit die linke 
Seite von (1) bei gegebenen Kräften $%, untersucht, liefert die Elektrizitäts- 
lehre bei bekannter Anordnung der Ladungen die im einzelnen wirkenden 
Kräfte $, entsprechend (2). Mechanik (1) und Elektrostatik (2) ergänzen 
. sich also hier zu einem vollständigen System von Bestimmungsgleichungen 
und legen für den betrachteten Fall bewegter Punktladungen die im 
Zeitablauf stattfindenden Ereignisse vollständig fest. 


Die Gleichungen (1) und (2) bilden also ein logisch vollständiges Schema, 
das in Abb. 122 symbolisch dargestellt ist und in dem sich alle auftretenden 
Größen gegenseitig bestimmen. Q@ steht 
symbolisch für die Ladungen und Coulombsches Gesetz/2) 
ihre Anordnung, X für die wirkenden 
Kräfte. Über die mechanischen Be- 
wegungsgleichungen (1) verbindet der 
untere Pfeil die Kräfte X logisch mit 
der Anordnung der Massen M und Abb.122. Logisches Schema für die 
damit gleichzeitig mit den auf den Beziehungen zwischen Ladungen @, 
Massen M befindlichen Ladungen Q. Kräften X und Massen M 
Bei bekanntem K erlauben sie die 
Beschreibung von ®. Der obere, von links nach rechts laufende Pfeil ent- 
hält die Aussagen (2) über die elektrostatischen Kräfte, nach denen eine 
bekannte Ladungsanordnung. Q die wirkenden Kräfte X zu berechnen 
gestattet. Dieses logische Schema für die Aussagen der Mechanik und 
Elektrodynamik ist deshalb so wichtig, weil es später in veränderter 
Form wieder auftritt, siehe [621], und dort einen klaren Überblick über 
die komplizierten Beziehungen zwischen allen Gleichungen der Elektro- 
dynamik vermittelt. 


Gleichung (2) enthält eine für das anschauliche Verständnis der 
elektrostatischen Kräfte vorhandene Schwierigkeit. $;; bedeutet hier 
eine Kraft, die auf die bei 3, befindliche Ladung Q, wirkt, deren Ursache 
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aber im Vorhandensein einer anderen Ladung Q, an einem anderen Ort 
$, liegt. Es findet also von 3, ausgehend durch den leeren Raum hindurch 
eine Wirkung auf die Ladung Q; statt, die sich an einem ganz anderen Ort 
%; befindet. Die Kraftwirkung überspringt den zwischen den Ladungen 
liegenden Raum. Dies ist eine Fernwirkungstheorie. Sie ist anschaulich 
schwerer zu verstehen als eine Theorie, in der die Kraftwirkungen nur von 
einem Ort zum infinitesimal benachbarten übertragen werden, eine so- 
genannte Nahwirkungstheorie. Im nächsten Abschnitt soll gezeigt werden, 
daß die hier behandelte Elektrostatik auch als Nahwirkungstheorie inter- 
pretiert werden kann. 


123 Nahwirkungstheorie und elektrisches Feld 


Die Kombination mechanischer Bewegungsgleichungen und elektro- 
statischer Kräfte lieferte in [122] ein Schema von Gleichungen, die den 
Bewegungsablauf der Ladungen vollständig beschreiben. Die auftreten- 
den Kräfte sind dort als Fernwirkungskräfte behandelt. In dem in 
Abb. 114.1 dargestellten einfachen Fall wirken sie von einer Ladung & 
am Ort r = 0 aus durch den dazwischenliegenden Raum auf eine Versuchs- 
ladung am Ort r. Abgesehen davon, daß magnetische Kräfte hier einstweilen 
vernachlässigt sind, haften der vorliegenden Theorie noch gewisse Mängel 
an. 


Eine Unvollkommenheit der Fernwirkungstheorie liegt darin, daß sich 
eine Veränderung der Ladung @ bei einer anderen Ladung g im selben 
Augenblick durch eine veränderte Kraftwirkung bemerkbar macht. Die 
Kraft von (122.2) breitet sich also unendlich schnell im Raum aus, im 
Gegensatz zu allen experimentellen Erfahrungen und den Aussagen der 
Relativitätstheorie, nach denen sich alle Arten von Wirkungen höchstens 
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Eine Änderung von @ darf sich daher 
an der Ladung q nur mit einer gewissen Verspätung, der sogenannten 
Retardierung, bemerkbar machen. Eine Fernwirkungstheorie mit retardiert 
wirkenden Kräften aber zeigt andere Schwierigkeiten. Wirkung und Gegen- 
wirkung müssen in ihr verzögert auftreten. Eine Energie, die über die 
elektrostatische Kraft von Q auf g übertragen wird, wäre kurzzeitig, nämlich 
während der Laufzeit der betreffenden Kraftwirkung, überhaupt nicht 
vorhanden. In einer retardierten Fernwirkungstheorie könnte also nicht 
einmal der Erhaltungssatz der Energie aufrechterhalten werden, genauso- 
wenig andere Erhaltungssätze. (Bei der Nahwirkungstheorie dagegen 
befindet sich die vorübergehend fehlende Energie während dieser Zeit im 
elektrischen Feld.) 


Weitere Komplikationen treten auf, wenn sich die Ladungen in der Nähe 
irgendwelcher Substanzen befinden. Wie in [3] genauer untersucht wird, 
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enthalten alle Substanzen elektrische Ladungen, die durch den störenden 
Einfluß der in der Nähe befindlichen Ladung im Innern der Substanz 
verschoben werden und dadurch gewisse Rückwirkungen auf die äußere 
Ladung hervorrufen. 


Alle hier angeführten Gründe zeigen die Schwierigkeiten, die sich dem 
weiteren Ausbau der Fernwirkungstheorie entgegenstellen. Demgegenüber 
läßt sich eine Nahwirkungstheorie angeben, die die erwähnten Schwierig- 
keiten vermeidet und außerdem erheblich einfacher und übersichtlicher 
ist. Die Nahwirkungstheorie wird zunächst für die Elektrostatik diskutiert. 


Als Beispiel wird das zu Abb. 114.1 gehörige Kraftgesetz 


EB. AML. © 

Rn) = 4nept? r 4) 
betrachtet. $t ist die von der im Koordinatenursprung ruhenden Ladung & 
auf die Ladung g am Ort r ausgeübte Kraft. Diese Gleichung läßt sich 
auch in der Form 


KU) =gEK) Eu. r (2) 


darstellen. Die am Ort r wirkende Kraft besteht hier aus zwei Faktoren, 
deren einer, nämlich E(r), eine Eigenschaft des Raums am Ort r der Kraft- 
wirkung und deren anderer, nämlich die Ladung g, eine Eigenschaft des 
Objekts ist, auf das die Kraft wirkt. Befände sich bei r eine andere 
Ladung g’, so wäre die Kraft eine andere, nämlich $’= g’E, aber der 
Faktor € bliebe der gleiche. & in (2) wird als elektrisches Feld bezeichnet. 
Im vorliegenden Falle stellt & das elektrische Feld dar, das von der bei 
t = 0 befindlichen Ladung Q@ am Ort r hervorgerufen wird. Es sei beiläufig 
darauf hingewiesen, daß auch die Gravitationskräfte in der Schreibweise 


xX= mg) U er a 3 e (3) 


eine ähnliche Darstellung besitzen. Die Masse m ist hier die Eigenschaft 
des Objekts, während das Gravitationsfeld g(r) eine Eigenschaft des 
Raums ist und durch eine andere Masse M hervorgerufen wird. 


Die Zerlegung der Kraft in der Form (2) ist zunächst rein formaler 
Natur. Die Gleichungen (2) lassen sich aber auch im Sinne einer Nah- 
wirkungstheorie deuten. Später in (213.10) und (214.5) wird nämlich ge- 
zeigt, daß & durch Differentialgleichungen bestimmt wird, die diese Vektor- 
funktion infinitesimal von Ort zu Ort festlegen. Das elektrische Feld (2) 
taucht dort nur als spezielle Lösung dieser Differentialgleichungen auf. 


3 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Als Analogie für eine solche Nahwirkungstheorie wird eine Gummimem- 
brane betrachtet, die an einer Stelle eingedrückt wurde. Die durch das 
Eindrücken hervorgerufene Störung verformt die Gummimembrane auch 
in großen Abständen, obwohl hierbei nur Zug-, Druck- und Schubwir- 
kungen auftreten, die infinitesimal von Ort zu Ort wirken. 


In ähnlicher Weise kann man versuchen, die Gleichungen (2) zu inter- 
pretieren. Man denkt sich den gesamten luftleeren Raum von einem 
elastischen Medium erfüllt, das als Äther bezeichnet wird und die Fähig- 
keit besitzt, durch Zug- und Druckwirkungen von Ort zu Ort elektrische 
Kräfte zu übertragen. Die Ladung Q am Koordinatenursprung bedeutet 
eine Störung des Äthers, von der, genau wie vorher bei der Gummimembrane, 
auch die Umgebung beeinflußt wird. & ist dann irgendeine mechanische 
Eigenschaft des Äthers, die gerade so beschaffen sein muß, daß sie beim 
Vorhandensein einer zweiten Ladung die Kraft (2) auslöst. In diesem Sinne 
also lassen sich die Gleichungen (2) im Rahmen einer Nahwirkungstheorie 
deuten. 


Dies ändert natürlich in (2) nichts an der Tatsache der unendlich raschen 
Laufzeit von Wirkungen. Die verfeinerte Untersuchung der Bestimmungs- 
gleichungen des Feldes € liefert aber auch die geforderte endliche Laufzeit 
(siehe [634]). Dabei ist E(t) in (2) nur eine Näherungslösung für langsam 
bewegte Ladungen. 


Durch vollständige, quantitative Ausarbeitung einer solchen Äther- 
theorie, die im Einklang mit allen beobachteten elektromagnetischen Er- 
scheinungen steht, würde die Elektrodynamik mechanisch interpretiert. 
Die weitere Theorie (siehe [721]) hat aber gezeigt, daß ein solches Programm 
nicht durchführbar ist, daß für die elektromagnetischen Erscheinungen 
also kein elastomechanisches Modell existiert. Der FarADAYsche Gedanke 
aber, die elektromagnetischen Erscheinungen durch Nahwirkungen zu er- 
klären, ließ sich voll aufrechterhalten. Er hat sich für den weiteren Ausbau 
der Theorie als ganz außerordentlich wertvoll erwiesen. 


124 Logisches Schema der Bestimmungsgleichungen 


Bei Einführung des elektrischen Feldes € muß das logische Schema, 
nach dem sich in Abb. 122 die Ladungen Q, die Kräfte K und die 
Bewegung der Massen M gegenseitig bestimmen, erweitert werden zu einer 
Form, die nebenstehend in. Abb. 124 wiedergegeben ist. Hier tritt als 
viertes noch der Feldbegriff, symbolisch mit F bezeichnet, hinzu. Die 
Ladungsverteilung Q@ bestimmt in diesem Schema die Kräfte K nicht 
unmittelbar, sondern über den Pfeil I zunächst nur die Felder F. Diesem 
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Pfeil entspricht das elektrische Feld, das am Ort r durch die bei 3,(t) be- 
findlichen Ladungen hervorgerufen wird. Es ist nach (114.4) und (123.2) 
3.) 


Q 
$; ’ )= £ e FW .. 
RN en Fralt 0] 73,6) | 1 


Der Pfeil II bedeutet, daß eine bestimmte Feldverteilung F bei Anwesenheit 
einer Ladung Q; an einem Ort $,(f) eine Kraftwirkung zur Folge hat, die in 
der Elektrostatik durch die einfache Formel 


= 9% lt, Yıe-.:0 = 96€; (3; (t), £) (2) 


dargestellt wird. Der Pfeil III entspricht genau wie früher den mechani- 
schen Bewegungsgleichungen, nach denen die Massenanordnung M maß- 
geblich durch die Kraftwirkungen K 
bestimmt wird. Für die einzelne 
Punktmasse m; bedeutet das die 
Gleichung 


Spezifische 77, 1 „ektrosto- LITHUESE ACHURE (3) 
PRROaER A) Der Pfeil IV bestimmt den Zu- 
sammenhang zwischen Masse und 
Ladung, gegeben durch die spezifische 
Ladung x;: 


. yeah =rm. (4) 
Abb. 124. Logisches Schema für die 
Beziehungen zwischen Ladungen Q, Auch die Gesamtheit aller übrigen 
Feldern F, Kräften K und Massen M_ elektrodynamischen Erscheinungen 
läßt sich in diesem logischen Schema 
von Bestimmungsgleichungen einordnen, nur daß die Pfeile I bis IV dann 
kompliziertere Gleichungen bedeuten. 


Dem Pfeil I der Abbildung entspricht eine der Hauptaufgaben der Elektro- 
dynamik, nämlich bei bekannten Ladungen Q die zugehörigen Felder F zu 
berechnen. Diese Aufgabe wird in [2], [4] und [5] unter den verschiedensten 
Voraussetzungen behandelt. Über II, III und IV entsteht eine Rückwirkung 
der Felder auf die Ladungen, die bei solchen Problemen zu beachten ist, 
bei denen die Beweglichkeit der Ladungen eine Kolle spielt. Diese Rück- 
wirkung des Feldes auf die Ladungen wird in [3] behandelt. Das voll- 
ständige System aller elektrodynamischen Gleichungen und solche Fragen, 
bei denen die Gleichungstypen I bis IV gleichzeitig eine Rolle spielen, 
werden in [6] dargestellt. 


Die hier angeführten Gleichungen (1) bis (4) beschreiben lediglich das 
Verhalten punktförmig konzentrierter Ladungen und Massen. Daneben 
tauchen in vielen Problemen der Elektrodynamik aber auch Ladungen 
mit einer kontinuierlichen, räumlichen oder flächenhaften Verteilung auf. 


3” 
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Ihr Verhalten läßt sich durch das von vielen sehr kleinen Punktladungen 
beschreiben, wenn man den Grenzübergang von der endlichen Punktmenge 
zum Kontinuum durchführt. In vieler Hinsicht aber erweist es sich als 
einfacher und übersichtlicher, die im Schema der Abb. 124 enthaltenen 
Gleichungen von vornherein für kontinuierlich verteilte Massen und Ladun- 
gen zu formulieren. Einzelne Punktladungen sind auch in dieser Beschrei- 
bungsweise mit enthalten. Die Verteilungsfunktionen für ihre Ladung und 
ihre Masse genügen ebenfalls den allgemeinen Kontinuumsgleichungen. Sie 
haben die besondere Eigenschaft, überall im Raum zu verschwinden außer 
in der unmittelbaren Umgebung der Stelle, an der sich die Punktladung 
befinden soll. Um dieses Programm durchzuführen, werden zunächst die 
mechanischen Grundgleichungen für kontinuierlich verteilte Massen unter- 
sucht. Dies ist die Aufgabe des nachfolgenden Kapitels. 


Übungsaufgaben 


12.1. An einer langen, lotrecht stehenden Schiene ist am unteren Ende eine Ladung @ 
befestigt. Eine zweite gleichnamige Ladung q der Masse m wird aus der Höhe h 
fallen gelassen. Wo ist ihre Geschwindigkeit » Null? 


12.2. Man beschreibe qualitativ, welche periodischen Bewegungen drei Ladungen 
(8, Q, —2Q) ausführen können. 


12.3. An den Enden einer waagerecht liegenden Schiene ist je eine Ladung @ be- 
festigt. In der Mitte liegt eine Ladung q mit der Masse m. Wie bewegt sich 
diese Ladung bei kleinen Auslenkungen aus der Ruhelage ? 


13 Mechanik als Feldtheorie 


Zusammenfassung: In der Feldphysik wird jeder physikalischen Größe ein von 
Ort und Zeit abhängiges Feld zugeordnet. Die Beschreibung der Massen als individuelle 
Massenpunkte wird ersetzt durch ein „anonymes‘‘ Massenfeld, die Massendichte 
41(z, t). Der Erhaltungssatz der Masse kommt in einer besonderen Bedingungsgleichung 
für # zum Ausdruck, einer linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
in tund x. Äußere Kräfte werden durch eine Kraftdichte k(z, t) beschrieben und be- 
einflussen die Geschwindigkeitsverteilung entsprechend dem NeEwToxschen Grund- 
gesetz. Kontinuitätsgleichung und mechanisches Grundgesetz bilden zusammen ein 
Gleichungssystem, durch das die Verteilungen a(z,t) und v(x,t) bei vorgegebener 
Kraftdichte bestimmt werden. Sie enthalten auch die Bewegung von Massenpunkten 
mit uu(z,t) =mö(x— s(t)) und v(x, t)=s(f) und von starren Körpern. Die Gleichun- 
gen werden dreidimensional erweitert. Charakteristische Größen sind die Massen- 
dichte u(t, t) als Masse pro Volumeneinheit, der Vektor der Geschwindigkeitsver- 
teilung v(r, £) und die Massenstromdichte j=jv. Einen anschaulichen Überblick 
über solche Vektorfelder gibt das Stromlinienbild. Stromlinien beginnen und enden 
dort, wo ein Vektorfeld j(t) seine Quellen und Senken besitzt, wo also divj>0 
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ist. In irgendeinem Vektorfeld v(r) sind geschlossene Stromlinien ohne Anfang und 
Ende nur vorhanden, wenn das Feld Wirbel w=rotop #0 besitzt. Durch die Inte- 
gralsätze von GAUSS und STOKES 


Banffe  Berflalge 


werden die Quellen und Wirbel über größere Gebiete aufsummiert. 


131 Eindimensionale Bewegungen 


In der Teilchenmechanik werden Massen m, beschrieben, die sich auf 
Bahnen r„(t) bewegen. Diese Beschreibungsform setzt voraus, daß die 
Massen einzeln gekennzeichnet, also durch einen Index n numerierbar 
sind. Sie berücksichtigt also die Individualität der Einzelmassen. Dem- 
gegenüber steht eine anonyme Beschreibungsform der Mechanik, die Kon- 
tinuumsmechanik, in der alle Massen durch ein einziges Massenfeld at, £) 
beschrieben werden. Da die Elektrodynamik, wie auch die meisten übrigen 
Gebiete der Physik, ‚anonyme‘ Grundgleichungen besitzt, sollen hier am 
Beispiel der eindimensionalen Mechanik die Besenderheiten dieser Be- 
schreibung kurz zusammengestellt werden.!) 


Die individuelle Beschreibung eindimensionaler Bewegungen erfolgt 
durch Massen m, auf Bahnen x, (t). In der anonymen Beschreibung dagegen 
denkt man sich alle Massen zusammen auf der x-Achse verteilt. Im einzelnen 
Intervall dx befindet sich dann die Masse dm = udx. Der Proportionalitäts- 
faktor u = u(x,t) wird als Massendichte, oder genauer als Masse pro 
Längeneinheit bezeichnet. x ist hier im Gegensatz zur individuellen Be- 
schreibung keine Funktion, sondern genau wie t eine Variable. Alle auf der 
x-Achse vorhandenen Massen werden durch das eine Feld ı: (x, t) beschrieben. 
Die Bewegung einzelner Massen kommt hier darin zum Ausdruck, daß die 
Massendichte ıı an den verschiedenen Orten x ihre Werte im Zeitablauf 
vergrößert oder verkleinert. 


Ganz analog läßt sich der elektrischen Ladung eine Ladungsdichte 
o(z, £) zuordnen, die gemäß 

e(2,t)=x(z, tt) ul, t) (1) 

über einen Faktor x(x,t) mit der Massendichte verglichen werden kann. 


Die Erfahrung, daß Ladung stets mit Masse verbunden auftritt, bedeutet, 
daß x nicht unendlich werden darf. x hat die Dimension 


[x] = Ladung/Masse (2) 


1) Ausführliche Darstellung siehe [T 44]. 
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und wird als spezifische Ladung bezeichnet. Die auf der x-Achse vorhandene 
Gesamtmasse m und die Gesamtladung Q entstehen aus den in (1) auf- 
tretenden Größen durch Integration über die x-Achse: 


m = [da u(x, t) Q=[dzek,t). (3) 


Neben diesen ‚Feldern‘ der Massenverteilung und Ladungsverteilung wird 
außerdem noch das Feld der Geschwindigkeitsverteilung v = v(z, t) be- 
trachtet. Es gibt an, mit welcher Geschwindigkeit v sich die zur Zeit tan 
der Stelle x befindliche Masse dm (nach rechts für v > 0) bewegt. 


Die physikalischen Gleichungen in einer solchen. Feldtheorie enthalten 
Zusammenhänge zwischen den Nachbarwerten 


u, )— ula+de,t+di) (4) 


der Feldgrößen, dadurch hervorgerufen, daß die Feldgrößen in benach- 
barten Intervallen nicht unabhängig voneinander bleiben. Die Beziehungen 
(4) sind im allgemeinen partielle Differentialgleichungen, definiert als 
Differentialgleichungen, bei denen Ableitungen der gesuchten Funktion 
nach verschiedenen Variablen auftreten. Die Bestimmungsgleichungen für 
die Felder « und v lauten 


ou öuv 2 ö [) 2 
a 7 Klart a2]? = ” 


Sie sind partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


u Die erste von ihnen wird als Kontinui- 
tätsgleichung bezeichnet. Sie sorgt dafür, 
daß nirgends auf der Achse Masse ent- 
stehen oder verschwinden kann. Eine 
solche Forderung ist in der individuellen 
Beschreibung durch Massenpunkte nicht 
erforderlich, weil dort voraussetzungs- 

x gemäß der Zeitablauf der Bewegung jedes 

BR L_ einzelnen Massenpunkts individuell ver- 

6x = vöt folgt wird. Zur Ableitung dieser Glei- 

Abb. 131.1. Zur Ableitung der Kon- ars Kr e 
tinuitätsgleichung. dm entspricht ie Anderung ödm der dort vorhandenen 
der schraffierten Fläche. Der mit Masse dm = ud innerhalb eines Zeit- 
Pfeilen versehene Teil fließt in der raums öt betrachtet. In diesem Zeitraum 
Zeit öt nach rechts ab fließt am rechten Ende des Intervalls 

die Masse u(z) dx = u(x) v(x) öt heraus, 

während am linken Ende des Intervalls entsprechend u (x — dx) v(«— de) öt 
hineinfließt. Die Differenz beider Terme muß gleich der Abnahme 
—ödm = —(Oujdt)dzöt sein, woraus die erste Gleichung von (5) folgt. 
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Die zweite Gleichung (5) enthält das Newronsche Kraftgesetz für die 
im Intervall dx befindliche Masse dm = ud. Die wirkende Kraft dK = kdx 
wird durch die Kraftdichte k = k(x, t) beschrieben, und das NEwToNsche 
Kraftgesetz lautet für dieses Intervall 


dmöv=dKöt. (6) 


Dabei muß öv die individuelle Geschwindigkeitsänderung der in öt von 
x nach + öx vorrückenden Masse dm sein (Abb. 131.2). Somit gilt 


ö [) 
du = o(a+ da, +8) oe, = |, +27] (7) 
mit 6x = vöt, und (6) geht unmittelbar in die zweite Gleichung (5) über. 


Der Zeitablauf der Felder « und v A 
wird hier also durch zwei partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung 
beschrieben. Die Grundaufgabe der 
Mechanik, bei bekannter Kraft die Be- 
wegung zu berechnen, bedeutet hier, 
bei bekannter Kraftdichte k(x, t) die 


> X 
Felder u und v als Lösungen von (5) x 
zu bestimmen. Die allgemeinste Lösung Abb. 131.2. Zur Ableitung 
einer partiellen Differentialgleichung der Bewegungsgleichung 


erster Ordnung enthält eine willkürliche 
Funktion. Betrachten wir zum Beispiel die Kontinuitätsgleichung (5) mit 
als bekannt vorausgesetzter Geschwindigkeit v(x, it), dann enthält die 
Lösung u(x, t) willkürliche Werte u (x, 0) = &(x) zu einer Anfangszeit, hier 
für {= 0. Nach einem Zeitraum öt gilt unter Zuhilfenahme der Kontinui- 
tätsgleichung 

ur, = uw, + (GE) =D 


t=0 


Aus den willkürlich vorgegebenen Anfangswerten &(x) kann also der ge- 
samte Zeitablauf durch die partielle Differentialgleichung bestimmt 
werden. 


Als spezielles Beispiel wird die Bewegung eines starren Körpers betrach- 
tet, dessen Massendichte u sich überall mit der gleichen Geschwindigkeit 
v = $(t) bewegt. Für die Lösung des Gleichungssystems (5) kann daher der 
Ansatz 

v(z,t)=$(t) u(z,t) = mf[® — stt)] (9) 
gemacht werden, mit s(t) als der noch zu bestimmenden Bahn des Schwer- 
punkts. f(x) muß den Bedingungen 


Sazfe) —=1 Yarfja=o (10) 
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genügen und ist im übrigen willkürlich wählbar. Die erste dieser Gleichun- 
gen, die Normierungsbedingung, folgt aus (3) beim Einsetzen von (9). Die 
zweite folgt aus der Definitionsgleichung des Schwerpunktes 


s() = „dene. d2 = [ dz f(x — s(t))x (11) 


durch Wechsel der Integrationsvariablen — s— x. 


Der Ansatz (9) befriedigt un- 
mittelbar die Kontinuitätsglei- 
chung (5). Beim Einsetzen in das 
Kraftgesetz gilt 

mfs=k ; 
mö=fdak=-K. 9 
Die zweite Gleichung entsteht nach 
€ € 
a 6 


Integration über die x-Achse als 

Bestimmungsgleichung der Schwer- 

punktsbewegung s (£). Damit ist ge- 

zeigt, daß die Kontinuumsmecha- 

nik nicht nur aus der Punktmecha- 

F; E nik abgeleitet werden kann, son- 

E d dern die letztere auch als Spezial- 

Abb. 131.3. Darstellung der ö,-Funktionen fall wieder enthält. Es handelt sich 
von (13) und (14) also um gleichwertige Beschrei- 
bungsformen. Ist übrigens die 

Kraftdichte k(x, t) in (11) massenproportional, so gilt k(z,t) = Kf(x— stt)). 


Ein starrer Körper von sehr geringer Ausdehnung e wird Punktmasse ge- 
nannt. Die zugehörige Funktion f(x) wird hier als ö,-Funktion oder auch 
kurz als ö-Funktion bezeichnet. Sie ist zum Beispiel durch die Rechteck- 
funktion 


(13) 


= Ri e- (wielr2 (14) 


sind ebenfalls zur Beschreibung eng konzentrierter Massen geeignet und 
erfüllen wie (13) die Bedingungen (10). 
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Ein Übergang zur Grenze e—0 bei den d,-Funktionen (13) und (14) 
führt zu mathematisch sinnlosen Ausdrücken und ist daher grundsätzlich 
verboten. e kann also stets als klein angenommen, aber nie gleich Null 
gesetzt werden. Dagegen ist es durchaus möglich, den Grenzübergang e — 0 
bei solchen Ausdrücken durchzuführen, in denen ö,(x) unter einem. Integral 
steht. Zum Beispiel existiert der Grenzwert 


lim fax d,(® — x) y(’) = yl) (15) 
€e>0 


ohne weiteres. Das Integral bedeutet bei Verwendung von (13) zum Bei- 
spiel den Mittelwert der Funktion y(x) über y 

das Intervall x + e/2. Dieser Mittelwert geht 

bei stetigen Funktionen y(x) (Abb. 131.4) in 

der Grenze e—0 in den Funktionswert an der 


Stelle x über. Zur Abkürzung wird für die vi 
Funktion ö,(x) und den nur im Anschluß an Pi 
Integrationen durchzuführenden Grenzüber- 
gang e—0 das Symbol d(x) definiert: Es x x 
stimmt in nichtintegrierten Gleichungen mit Abb. 131.4. 
einem der Ausdrücke (13) oder (14) überein. Zur Erläuterung von (15) 
Unter Integralen dagegen ist es durch 
für d@-Dy@)=lim dx’ ö,(8’ — x) y(x’) (16) 
e>0 
zu ersetzen. 
Wegen (15) und (16) erfüllt die ö-Funktion die Integralgleichung 
y(z) = [da’ d(@#— x) y(e’) (17) 
für beliebige stetige Funktionen y(x). Sie besitzt die Eigenschaften 
| deö@)=1 al Er. (18) 
3 Fa AC9} 


x; sind die Nullstellen der Funktion f(x) mit f'(%) #0. Ein Spezialfall 
hiervon ist 


ölaz) = 7 (2). (19) 
Eng mit ö(x) hängt die in Abb. 131.5 dargestellte Funktion ®(x) über 
die Gleichungen 
dd 


6) = [da öl) a 9) (20) 
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zusammen. Die Funktionen d(&) und 0(&) vermitteln den Zusammenhang 
zwischen der anonymen und der individuellen Beschreibungsform physi- 
kalischer Vorgänge. Ihre Kenntnis ist deshalb gerade im Rahmen der 
Elektrodynamik außerordentlich wichtig für eine übersichtliche Beherr- 
schung des mathematischen Apparats. 


Olx 


Abb. 131.5. Darstellung der durch (20) definierten 
Funktion 6(x). Die ö-Funktionen (131.13 und 14) 
geben alle einen quantitativ etwas verschiedenen 
Verlauf. (131.13) liefert die gestrichelte Kurve 


132 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik 


Für eine anonyme Beschreibung von Massenbewegungen im Raum wird 
die in einem Volumenelement dr vorhandene Masse dm = udr im Zeit- 
ablauf betrachtet. Sie wird charakterisiert durch den Proportionalitäts- 
faktor u= u(t, t), die Massendichtte (Man beachte die Dimension 
[«] = Masse/Volumen im Gegensatz zu [131]!). Daneben werden die Ge- 
schwindigkeiten, mit denen sich die einzelnen Massen dm bewegen, in 
einem Geschwindigkeitsfeld v(r, {) zusammengefaßt. Die Kraftwirkung 
dt = fdr auf dm wird durch die Kraftdichte £(r, t) beschrieben. Die Be- 
stimmungsgleichungen für u und d bei gegebenem f lauten in sinngemäßer 
Verallgemeinerung von (131.5): 


BE LEER, u te |» =t. | (1) 


(Der Kreis © trennt die drei Vektoren wie in (116.2). Die ersten beiden sind 
skalar miteinander zu verknüpfen.) 


Die erste Gleichung enthält wieder den Satz von der Massenerhaltung. 
Sie wird in [136] noch genauer behandelt und begründet. Die zweite Glei- 
chung enthält das Newronxsche Grundgesetz 


dm öv = dKöt. (2) 
Der individuelle Geschwindigkeitsunterschied öpv wird wieder als 
dv = vl +ör, +) —olt, 1) = Öt, 0 + ör 5 on (3) 


mit ör = dv. öt berechnet, so daß (2) und (3) zusammen auf die zweite Glei- 
chung (1) führen. 
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Auch im Raum kann die anfängliche Massenverteilung 
a#&,0)=mf(t) (4) 
durch eine Funktion f(r), die, wie in (131.10), durch 


[ difW)=1 (5) 


normiert ist, willkürlich vorgegeben werden. Bei der Translation eines starren 
Körpers tritt wieder die Besonderheit auf, daß das Geschwindigkeitsfeld 
v = $(f) nicht ortsabhängig ist. Der Ansatz 


ut) =mf[r—3()] v(ut)=$i(t) (6) 
mit zunächst beliebiger Schwerpunktsbewegung 3(f) befriedigt die Kon- 
tinuitätsgleichung von (1). Beim Einsetzen in das Kraftgesetz (1) entsteht 

mfs=t (7) 
und nach Integration über den Raum 
mi=, (8) 
also das Newronsche Grundgesetz der Mechanik für den Schwerpunkt. 
Eine Punktmasse m im Raum, die sich am Koordinatenursprung t = 0 
befindet, besitzt die Massendichte 


ul) =möfr). (9) 
Hier ist zur Abkürzung 


ö(r) = Ölx) öly) Öle) (10) 


als sogenannte räumliche d-Funktion eingeführt. Die einzelnen Faktoren 
von (10) sind wieder d,-Funktionen im Sinne von (131.13 und 14). Für 
die zweite der Funktionen (131.14) entsteht 
1 
en ee 11 
= pr an 
als räumliche ö-Funktion, also ein vom speziellen Koordinatensystem 
unabhängiger Ausdruck. Die Massendichte einer auf gegebener Bahn $(t) 
bewegten Masse m wird durch 


at, 1) = mölr— s(t)] (12) 
beschrieben. Ganz analog hierzu ist die Ladungsdichte einer Punktladung & 


ot, )= Qölr—s{t)]. (13) 


Die tiefere anschauliche Bedeutung der Gleichungen (1) und der in ihnen 
enthaltenen Differentialausdrücke wird in den nachfolgenden Abschnitten 
genauer untersucht. 
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133 Massenstromdichte 


Abb. 133 behandelt den Massenstrom durch eine Fläche dj=ndf. Hier 
ist df die Größe des Flächenelements, ıı der Einheitsvektor in Richtung 
der Flächennormalen und vn die Normalkomponente von v. Links von 
der Fläche df befindet sich Masse der Dichte u mit der nach rechts weisenden 
Geschwindigkeit d. Die gesamte Masse, die in dem von df und vunöt be- 
grenzten Volumen ist, durchströmt df in der Zeit öt: 


' ® öm=Jöt= uondföt=undföt. (1) 


Durch das erste Gleichheitszeichen wird der Massen- 
strom J (Masse/Zeit) definiert. 


af Mit dem Vektor der Massenstromdichte 
ee der die Dimension einer Masse pro Zeit- und Flächen- 
durch eine einheit besitzt, ist also der Strom durch eine kleine 
Fläche df Fläche df 


dJ=jidf. (3) 


Der Gesamtstrom durch eine größere, beliebig geformte Fläche setzt sich 
aus einzelnen Beiträgen (3) additiv — das heißt durch ein Integral. — 
zusammen: 


J=/afj. (4) 


134 Das Stromlinienbild 


Die in Abschnitt [133] auftauchenden Größen v und j sind Vektorfelder, 
bei denen jedem Raum- und Zeitpunkt ı und £ ein zugehöriger Vektor 
zugeordnet wird. Solche Felder, zu einem einzigen Zeitpunkt t= 0 be- 
trachtet, sollen im folgenden veranschaulicht werden. Als Beispiel wird 
irgendeine durch j(t) gegebene Stromdichteverteilung untersucht. 


Läßt sich ein Vektorfeld, wie zum Beispiel die Kraft $(t) in [115], als 
Gradient eines Potentials darstellen, so veranschaulichen die Potential- 
flächen .das betreffende Vektorfeld hinreichend. Diese Möglichkeit besteht 
jedoch nur bei Feldern, die der Bedingung (115.1) genügen. Bei all- 
gemeineren Feldern besteht zunächst nur die Möglichkeit, daß man sich 
an jedem Ort r einen Pfeil angebracht vorstellt, der den zugehörigen 
Wert j(t) des zu veranschaulichenden Vektorfeldes charakterisiert. Ein 
zweidimensionales Beispiel hierfür liefern die bekannten Wetterkarten, in 
denen an den einzelnen Beobachtungsstationen Windstärke und Richtung 
eingetragen sind. 
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Noch anschaulicher als das soeben erwähnte Vektorbild ist das Strom- 
linienbild eines Vektorfeldes: Unter einer einzelnen Stromlinie wird eine 
Raumkurve r(s) verstanden, die so gelegt ist, daß ihre Tangentenrich- 
tung dr/ds an allen Orten mit den Richtungen des Feldvektors an den 
gleichen Orten j(t(s)) übereinstimmt. In Abb. 134.1 sind einzelne Strom- 
linien in ein Vektorfeld eingetragen. Sie sind gerichtete Raumkurven, die 
in Abb. 134.1 links beginnen und rechts enden. Speziell beim Feld j(r) 
einer stationären Massenströmung ist die Strom- 
linie identisch mit der Bahn, auf der sich ein 
individuelles Massenteilchen bewegt. 


—— 
Unter dem Stromlinienbild des Vkore- ZI —e 
des j(r) versteht man die Gesamtheit aller 
Stromlinien im Raum, die sich überhaupt kon- IN 
struieren lassen. Durch jeden Ort'r läuft eine 


solche Stromlinie, die die Richtung des Feld- 
vektors j(r) angibt. Damit das Stromlinienbild 
gleichzeitig etwas über den Betrag des Feld- 
vektors j(r) aussagt, wird folgende Konvention Abb. 134.1. 
getroffen: Die einzelnen Stromlinien werden Stromlinien im Vektorfeld 
nicht als kontinuierliche Linienschar eingetra- 
gen, sondern mit einer nur endlichen Liniendichte z. Dies ist die Strom- 
linienzahl, bezogen auf eine Querschnittseinheitsfläche. Die Liniendichte 
wird überall so gewählt, daß 

z=aljl () 


gilt. Dann ist = ein direktes Maß für den Betrag des Feldvektors j. Der 
Proportionalitätsfaktor « kann dabei der zeichnerischen Situation ent- 
sprechend beliebig gewählt werden. Er bedeutet die Liniendichte (m?) pro 
Stromdichte (kg/m?s). Bei der in (1) getroffenen Konvention über die 
Liniendichte muß man allerdings in Kauf nehmen, daß man gelegentlich 
gezwungen ist, irgendwo im Raume neue Linien entstehen oder alte Linien 
enden zu lassen, um Bedingung (1) an allen Orten erfüllen zu können. 
Die Bedeutung solcher Linienanfänge und -enden bleibt noch zu unter- 
suchen. 


Die durch ein gerichtetes Flächenelement dj hindurchtretende Linien- 
at dZ=2df cos(df, j)=adfj, (2) 


denn z ist die Stromlinienzahl pro Flächeneinheit, und neben z steht in (2) 
die Komponente von df in Richtung der Stromlinien. Die durch ein be- 
liebig geformtes Flächenstück F von endlicher Größe hindurchtretende 
Gesamtstromlinienzahl 

Z=afdfi=aJ (3) 
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entsteht durch Integration von (2). Diese Linienzahl ist also offenbar ein 
direktes Maß für den durch F hindurchfließenden Gesamtstrom J (mit « 
als Maßstabsfaktor). Genau wie J 2 0 sein kann, trägt auch die Linienzahl 
Z=Z0 beide Vorzeichen. Es ist Z>0, wenn die Stromlinien in die Rich- 
tung der Flächennormalen von F weisen. 


Als nächstes wird eine geschlossene Fläche F, (siehe Abb. 134.2) be- 
trachtet. Die aus dieser Fläche heraustretende Linienzahl ist 

Z=aßdii=ad,. (4) 

Sie ist ein charakteristisches Maß für J,, die in der Zeiteinheit aus der 

Fläche F, heraustretende Masse, die sogenannte Quellstärke. Treten aus 


Abb. 134.2. 
Stromlinien in Quellnähe, 
die aus einer geschlossenen Abb. 134.3. Stromlinienfeld 
Fläche heraustreten mit Quelle und Senke 


F, Stromlinien heraus, wie im Falle der Abb. 134.2, so ist mit Z, >0 auch 
Jo, >0, und in F, befinden sich Quellen. (Definitionsgemäß zeigt dj bei 
einer geschlossenen Fläche stets nach außen!) Im umgekehrten Falle be- 
finden sich dort Senken: 

Quellen ... „anfänge 

— Z,=0, Stromlinien (5) 

Senken -enden. 
Treten gleichviel Linien ein wie aus, so ist Z, = 0, und das von F, um- 
schlossene Gebiet ist quellenfrei, bzw. die Quellen und Senken kompensieren 
sich gerade. Überall also, wo (bei der Konvention (1) für die Stromlinien- 
dichte z) Stromlinien beginnen oder enden, befinden sich Quellen oder Senken 
des Vektorfeldes j(t). Abb. 134.3 zeigt ein Strömungsfeld, das bis auf eine 
Quelle und eine Senke iın ganzen Raume quellenfrei ist. Außerhalb der 
Quellen und Senken, künftig gemeinsam nur noch kurz als Quellen be- 
zeichnet, dürfen daher keine Stromlinien beginnen oder enden. Abb. 134.4 
zeigt einen Ausschnitt aus dem Stromlinienbild einer quellenfreien Strö- 
mung. Die beiden dort eingezeichneten Flächen F, und F, werden von 
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den gleichen Stromlinien durchflossen. Es ist Z, = Z,, und demzufolge 
ilt : ; 
: J=d, Pıh=Fah. (6) 


Durch beide Flächen fließt derselbe Gesamtstrom. Für die zugehörigen 
Stromdichten gilt j1:5, = F,:F}. Diese Relation zeigt noch einmal an- 
schaulich die Eigenschaft (1), daß nämlich die Stromdichte j um so größer 
ist, je kleiner in (6) die zugehörige Fläche F ist, je dichter also in 
Abb. 134.4 die Stromlinien liegen. 


Es gibt auch Vektorfelder, deren Stromlinien keine Anfänge und Enden 
besitzen, sondern vielmehr in sich geschlossene Kurven darstellen. Beim 
„Umrühren“ einer Flüssigkeit zum Beispiel entstehen Stromlinienbilder 


= (© 


Abb. 134.4. Quellenfreie Strömung Abb. 134.5. Wirbelhaftes Vektorfeld 


von der Art, wie sie in Abb. 134.5 dargestellt sind. Man spricht hier von 
Wirbeln der Strömung, da ein mit der Strömung mitschwimmendes Probe- 
körperchen (zum Beispiel ein Stück Holz) rotiert. Integriert man ein solches 
Vektorfeld der Abb. 134.5 längs einer Stromlinie über einen Umlauf, so 


entsteht 
$drj=Pdslj|>0. (7) 


Das Linienelement der Stromlinie soll stets mit dem Vektorfeld j gleich- 
gerichtet sein, und das Integral wird von Null verschieden und positiv. 
Eine wirbelhafte Strömung verletzt daher gerade die in (115.1) geforderte 
Bedingung dafür, daß ein Vektorfeld (dort $, hier j) ein Potential besitzt. 
Diese letztere Bedingung lautet also vom Standpunkt des Stromlinien- 
bildes, daß die Stromlinien keine Wirbel aufweisen dürfen, daß sie viel- 
mehr in Quellen erzeugt werden und in Senken enden müssen. 


135 Divergenz der Massenstromdichte 


Nunmehr wird ein Strömungsfeld j(t) betrachtet, in dem sich Quellen 
befinden. Durch eine geschlossene Oberfläche, dargestellt in Abb. 135.1, 
tritt dann ein Massenstrom nach außen, also gilt 


J=fdji>0. (1) 
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Im Inneren des betrachteten Volumens müssen also Feldlinien entstehen. 
Ist j(t) eine analytisch gegebene Funktion, so wird man sich fragen, wo diese 
Quellen lokalisiert sind, an welchen Orten also die in (l) aus der Gesamt- 
fläche heraustretenden Stromlinien ihren Ursprung haben. 


Das Gesamtvolumen in Abb. 135.1 wird durch eine beliebig geformte 
Grenzfläche in zwei Teilvolumina unterteilt. Der Gesamtstrom (1) läßt sich 
dann auch durch 

1 2 

= Hari+Hafi (2) 
darstellen. In diesem Ausdruck ist einerseits der Strom J durch die Außen- 
fläche entsprechend (1) enthalten, andererseits enthalten die Integrale in 
(2) noch je einen Strom durch die gemeinsame Grenz- 
fläche. Da in dieser aber df in den beiden Ober- 
flächenintegralen entgegengesetzte Richtung besitzt, 
kompensieren sich diese Beiträge, weil sie entgegen- 
gesetzt gleich sind. Deshalb läßt sich (1) durch (2) 
ersetzen. Der durch die in (1) betrachtete Gesamt- 
oberfläche hindurchtretende Strom ist in (2) also in 
zwei Anteile zerlegt. Die inl und 2 erzeugten Massen 
addieren sich. Verschwindet zum Beispiel das erste 


Abb. 135.1. Volumen 
mit Quellen von. 1,2 der Integrale (2), so kann man aus (1) und (2) fol- 


sind Teilvolumina gern, daß die Quellen des Feldes j(t) sich im Teil- 
volumen 2 befinden. 


Setzt man das im Zusammenhang mit (2) und Abb. 135.1 beschriebene 
Teilungsverfahren weiter fort, so kommt man zu einer Aufteilung des 
Integrationsvolumens (1) in viele Einzelvolumina i=]1, 2,..., und der 
Gesamtstrom ergibt sich entsprechend 


4% 


J=2ßafi (3) 


als Summe über die Beiträge der einzelnen Teilvolumina Ar, zur Gesamt- 
quellstärke .J des Feldes. Beim Übergang zu sehr kleinen Volumenelementen 
geht (3) in ein Volumenintegral 


J=[[farg (4) 


über. Hierbei wird Fa 
1 
—= lim — dfj 5 
a= lim gfp ati 6) 
als Quelldichte eingeführt. qdr ist die in einem Volumenelement dr pro 
Zeiteinheit erzeugte Masse. Das Oberflächenintegral in (5) läuft über die 


Begrenzungfläche des Volumens Ar; anschließend wird der Grenzüber- 
gang At — 0 durchgeführt. 
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Um diesen Ausdruck auszuwerten, sollen Integration und Grenzübergang 
von (5) in einem kartesischen Koordinatensystem x, y, 2 und für einen 
Quader als Volumenelement durchgeführt werden. Anschließend wird das 
Ergebnis wieder so dargestellt, daß es für ein beliebiges Koordinatensystem 
verallgemeinert werden kann. Für einen solchen Quader wie in Abb. 135.2 
entsteht als Quelldichte (5) 


N 1 2 s & 
q= lim a fh lateie+ dfyiyt+ Ah3z] 
470 (6) 
— lim - Da +Ax, y, 2’) Aydz—j,(&, y’,2”’)AyAdz+-:.)]. 


470 


Z 


y’ und y” liegen zwischen y und y+4y. 
Für Ax, Ay, Az —0 gehen sie in y über. 
Entsprechendes gilt für 2° und 2”. Zur 
Oberfläche gehören die Beiträge von 
sechs Quaderflächen, die sich paarweise 
gegenüberstehen. Die beiden zu df, ge- 
hörigen Flächen sind in der zweiten Zeile 
von (6) berücksichtigt, die übrigen Kom- Abb. 135.2. Zur Ableitung 
ponenten folgen analog. Geht man nun- des Gaussschen Satzes 
mehr zur Grenze Ax, Ay, Az —0 über, 

so entstehen in der zweiten Zeile von (6) die partiellen Differentialquotienten 


_ a, da, He _ N 
4 0% T oy u 02 or c 


die sich als skalares Produkt zwischen der Stromdichte j und dem Vektor- 
differentialoperator 0/dr darstellen lassen. 0j/dr bedeutet also die pro 
Volumen- und Zeiteinheit erzeugte Masse. Das skalare Produkt von O/Or 
und j wird deshalb auch als Divergenz, auf deutsch Ergiebigkeit, des 
Vektorfeldes j oder kurz als divj bezeichnet. 


Aus (1), (4) und (7) folgt nunmehr die Gleichung 


gpai=[ffars: (8) 


für ein beliebig geformtes Volumen, in dem j(t) definiert ist. Bei der Ab- 
leitung von (8) ist von der speziellen Bedeutung des Feldes j(t) als Massen- 
stromdichte lediglich zur anschaulichen Interpretation Gebrauch gemacht, 
nicht aber bei der mathematischen Ableitung. Dort wurde nur voraus- 
gesetzt, daß j = j(t) irgendein gegebenes Vektorfeld ist. (8) kann daher 
auch als rein mathematischer Satz aufgefaßt werden, der von beliebigen 
Vektorfeldern j(r) erfüllt wird. Er wird als Gaussscher Satz bezeichnet. 
4 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Läßt sich bei einer Volumenintegration der Integrand, wie in (8), als Diver- 
genz eines Vektorfeldes darstellen, so kann dieses Volumenintegral mit 
dem GaAussschen Satz (8) in ein Oberflächenintegral über den Rand des 
betreffenden Volumens umgeformt werden. Die ursprünglich dreidimensio- 
nale Volumenintegration ist damit auf eine zweidimensionale Oberflächen- 
integration reduziert. Dieser Satz wird sehr häufig für die verschiedensten 
Vektorfelder verwendet. 


In Gleichung (1) wurde eine Strömung j(r) betrachtet, bei der ein Strom 
aus einer geschlossenen Oberfläche heraustritt. Das zugehörige Strom- 
linienbild muß daher so beschaffen sein, daß aus diesem Volumen mehr 
Stromlinien austreten als eintreten. Es müssen also Stromlinien erzeugt 
werden. Das gleiche gilt für ein sehr kleines Volumen dr, wenn dort die 
Quelldichte (5) bzw. (7) von Null verschieden ist. Die skalare Funktion 
divj läßt die Orte erkennen, an denen sich die Quellen befinden. Strom- 
linien entstehen und vergehen daher überall, wo die Quelldichte von Null 
verschieden ist: 


oi > Quellen 
I=-Fr< 0 Senken. 9) 


In Abb. 134.2 z. B. ist eine einzelne Quelle dargestellt. 


136 Erhaltungssatz der Masse 


In den letzten beiden Abschnitten wurde des öfteren vom Entstehen 
und Verschwinden von Masse gesprochen. Diese Bezeichnungsweise ist 
natürlich nicht wörtlich zu nehmen, da die Masse einem Erhaltungssatz 
genügt und im allgemeinen weder entstehen noch verschwinden kann. 
Trotzdem kann, genau wie in (135.1) vorausgesetzt, ein Massenstrom aus 
einem Volumenelement heraustreten. Dabei wird die in dem betreffenden 
Volumen zurückbleibende Masse dann entsprechend kleiner. Genauso ist 
(135.9) zu verstehen. Die Stromdichte j(r) kann durchaus Quellen oder 
Senken im Sinne des Stromlinienbildes besitzen, wenn nämlich die am 
betrachteten Ort befindliche Masse ihre Dichte u verringert oder vergrößert. 
Das bedeutet anschaulich, daß die Masse nach allen Seiten davonströnt 
bzw. daß von allen Seiten Masse zusammenströmt und der Massendichte 
einen größeren Wert gibt. 


Der allgemeine physikalische Satz, daß Masse weder erzeugt noch ver- 
nichtet werden kann, soll nun seine mathematische Formulierung erhalten. 
Zunächst wird dieser Satz für ein beliebiges Volumen, wie etwa das der 
Abb. 135.1, aufgestellt. 6 M bedeutet die Änderung der Gesamtmasse .M (t) 
in diesem Volumen während einer betrachteten Zeit öt. Der Massen- 
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erhaltungssatz fordert, daß die in diesem Zeitraum nach außen tretende 
Masse Jöt zu einer entsprechenden Massenabnahme im Inneren führt: 


a aM ,_ 
—öM=— —, d1=Jöt Fr () 
Die in (1) auftretenden Größen M und J lassen sich entsprechend 
Md)=farul, It)= dafie, (2) 
durch Integrale ersetzen, und (1) wird dabei mit dem Gaussschen Satz 
(135.8) in darf . ; ou di 
jet dpai=[ar ni |=0 (3) 


überführt. (3) gilt voraussetzungsgemäß für beliebige Volumina und somit 
auch für beliebig große und beliebig kleine Volumina. Erstreckt man das 
Integral über das gesamte unendlich ausgedehnte Volumen, so daß kein 
Randstrom mehr nach außen treten kann, dann geht (3) in die Form 


—0 (4) 


über und sagt aus, daß die gesamte im unendlichen Volumen vorhandene 
Masse M„ zeitlich konstant ist. 


Betrachtet man den Satz (3) für ein sehr kleines Volumen dr am Ort r, 
so entfällt die im letzten Ausdruck von (3) erforderliche Volumenintegration, 
und der Erhaltungssatz der Masse wird 

ou di = 
In dieser Form wird er auch als Kontinuitätsgleiehung bezeichnet. Gleichung 
(5) muß für alle Orte r und Zeiten i erfüllt werden. Ersetzt man j durch 
(133.2), so stellt diese Gleichung den Zusammenhang 

u duo > 

ara (6) 
zwischen der Massendichte u und dem Geschwindigkeitsfeld v her und 
liefert gleichzeitig die eine der vier Bedingungsgleichungen (132.1) zur 
Bestimmung der in z. und dv enthaltenen vier unbekannten Größen. 


137  Wirbelfelder 


Die in [134] besprochene Stromliniendarstellung zeigte als besondere 
Charakteristika eines Vektorfeldes dessen Quellen und Wirbel an. In [135] 
wurde ein quellenhaftes Feld j(t) untersucht. Es stellte sich dabei 
heraus, daß sich Quellen bei 


0 
+0 1) 


4* 
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befinden, daß die Quellen dieses Feldes also lokalisierbar sind und durch 
seine Divergenz, nämlich divj, beschrieben werden. In entsprechender 
Weise gilt es jetzt, die Wirbelhaftigkeit 


W= har (2) 


eines Feldes v(r) zu untersuchen und ebenfalls auf ihre Ursachen zurück- 
zuführen, das heißt also, die Wirbel des Feldes v(r) zu lokalisieren. 


Als Beispiel wird das Geschwindigkeitsfeld d = dv(r) betrachtet. Natür- 
lich könnte man genauso die Wirbel von j(t) untersuchen. Die Wirbel 
von d(r) besitzen jedoch eine anschaulichere Bedeutung. Alle in diesem 
Abschnitt durchgeführten Überlegungen gelten aber für ganz beliebige 
Vektorfelder, unabhängig von ihrer speziellen Bedeutung. Bei den weiteren 
Überlegungen wird vorausgesetzt, daß vd = d(r) ein analytisch gegebenes 
Vektorfeld ist, das zumindest an einigen Stellen geschlossene Stromlinien 
von der Form der Abbildung 134.5 enthält. Ein geschlossenes Wegintegral 
längs einer solchen Stromlinie liefert nach (134.7) von Null verschiedene 
Werte 

W=$dslv|+0. (3) 


Dieses Feld kann nicht als Gradient eines Potentials dargestellt werden, 
wie am Schluß von [115] genauer untersucht wurde. 


In Abb. 137.1 wird eine geschlossene Kurve (', die nicht notwendig längs 
einer Stromlinie verläuft, in einem wirbelhaften Gebiet betrachtet. Die ge- 
schlossene Linie denkt man sich als Begrenzungslinie irgendeiner beliebig 
geformten Fläche. Durch einen Schnitt $S wird die Fläche in zwei Ge- 

biete 1 und 2 unterteilt. Das Integral (2) läßt 


2 1 sich dann durch 


1 2 
W=$drin +Pdrv (4) 


darstellen. Gleichung (4) enthält nämlich neben 

den Randlinien der Gesamtfläche von Abb. 137.1 

L nur noch die Schnittlinie zwischen 1 und 2, 

Abb. 137.1. Aufteilung die in den Integralen von (4) zweimal in ent- 
einer geschlossenen Kurve gegengesetzter Richtung durchlaufen wird und 
daher insgesamt keinen Beitrag zu W liefert. 


Eine weitergehende Aufteilung der gekrümmten Fläche in einzelne 
Flächenelemente df,, dfa,..., di;,... ermöglicht in sinngemäßer Ver- 
allgemeinerung von (4) die Darstellung des Wirbels (3) durch 


dfı 
W=SW=3 $drv, 5) 
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also durch eine Summe von Einzelwirbeln. Die Flächenelemente df,; können 
dabei beliebige Richtungen besitzen, müssen sich aber zu einer einzigen 
geschlossenen Fläche zusammensetzen, die von der in (3) und Abb. 137.1 
gegebenen Randkurve C begrenzt wird. Die Fläche soll als positiv angesehen 
werden, wenn sie von der Randkurve im Rechtsschraubensinn umlaufen 
wird. 

In (5) ist der Gesamtwirbel innerhalb einer ge- 
schlossenen Randkurve auf die Wirbel einzelner um- 
schlossener kleiner Flächenelemente dj, zurückge- 
führt. Die Auswertung erfolgt für ein rechtwink- 
liges Koordinatensystem und für eine solche Fläche PER TT 7) 
zwischen der gegebenen Randkurve, die infinitesimal Abb. 137.2. Zur Inte- 
nur aus kleinen ‚„Baukastenflächen“ besteht, die alle gration von (5) bis (8) 
parallel zur xy-, yz- oder zx-Ebene liegen. Für eine 
solche Baukastenfläche, das in Abb. 137.2 dargestellte Flächenstück 
df;—= dxdy, wird W, berechnet. Das um diese Fläche df,= e,dxdy 
laufende Integral läßt sich sofort auswerten: 

dfi 
W=$ddiv=dav,(e, y,2)—dev,(e”,y+dy, 2) (6) 
+dyv,(c+de,y,2)—dyv,(&, y”, 2). 


Für die Zwischenpunkte 2°, »”’, y’ und y’”’ gilt das im Zusammenhang mit 
(135.6) Gesagte. 


Das Linienintegral von Abb. 137.2 liefert also vier Beiträge, die sich 
zu 


= ov,  Ov, 
w, dady( a se) 0) 
zusammenfassen lassen. 


Wegen der Gültigkeit von 
) 0) 
di;= e,dady «| x xv)=5% = (8) 


läßt sich (7) auch durch 
nd £ 0 
W=dj; ern x v) (9) 


darstellen. (9) aber ist eine koordinatenunabhängige Form von W,, die 
auch dann gilt, wenn dj; die Richtung te, oder e, besitzt, die also verall- 


gemeinert werden kann. 


Unter Verwendung von (9) und Überführung der Summation in eine 
entsprechende Integration entsteht für die Darstellung der Wirbel (5) 
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Die Gesamtwirbel des Vektorfeldes v (r) auf einem geschlossenen Linienzug 
lassen sich auf die Eigenschaften des Feldes v(r) auf einer Fläche zurück- 
führen, die von diesem Linienzug begrenzt wird, aber sonst beliebig liegt. 
Auf dieser sind die Wirbel dort lokalisiert, wo der Integrand von (10) von 
Null verschieden ist; es sind 


Wirbel bei x +0. aı) 


Die Vektorverknüpfung des Differentialoperators O/dv mit einem Vektor- 
feld v(r) wird deshalb als die Rotation des Vektorfeldes v (r), kurz als 
rotp, bezeichnet. 


Ähnlich wie früher in (135.8) ist in (10) ein allgemeiner, von der speziellen 
Bedeutung des Feldes v(r) unabhängiger mathematischer Satz enthalten, 
der Sroxessche Integralsatz. Seine Anwendung liegt darin, daß ein Flächen- 
integral immer dann, wenn der Integrand sich in der Form (10) dar- 
stellen läßt, auf ein bloßes Wegintegral reduziert wird. Er überführt also 
eine zweidimensionale Flächenintegration in eine eindimensionale Weg- 
integration über den Rand der Fläche. 


Der STORESsche Satz klärt eine in [115] noch offengebliebene Frage. 
Nach (115.1) besitzt das Kraftfeld $t({r) immer ein Potential, wenn es der 


Bedingung $ a a2) 


für beliebige, geschlossene Wege genügt. Andererseits wurde in (115.13) 
gezeigt, daß die Bedingung 


0) 
ZZ XR=0 (13) 


notwendig erfüllt werden muß, wenn St ein Potential V besitzen sol. Daß 
diese Bedingung gleichzeitig auch hinreichend ist, konnte dort nicht ge- 
zeigt werden, folgt aber jetzt mit dem Stok&gsschen Satz aus 


Stars) gas: 1a) 


Gilt nämlich im ganzen Raum (13), dann hat das mit (14) auch die Gültig- 
keit von Gleichung (12) auf beliebigen geschlossenen Wegen zur Folge, 
und dies war schon in [115] nicht nur notwendig, sondern auch hin- 
reichend dafür, daß die Kraft ein Potential besitzt. Auch diese Über- 
legungen gelten nicht nur für das Kraftfeld St oder für das Geschwindig- 
keitsfeld d(r), sondern für beliebige andere Vektorfelder. 


Speziell beim Geschwindigkeitsfeld v(r) besitzt das zugehörige Wirbel- 
feld 


mw (r) = x vie) (15) 
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eine einfache anschauliche Bedeutung. tw (r)/2 ist nach Achsenrichtung und 
Betrag gleich der Winkelgeschwindigkeit, mit der sich einzelne Bestandteile 
der mit d(t) bewegten Massenverteilung am Ort r bewegen. Diese Be- 
hauptung soll hier nicht allgemein bewiesen, aber an einem einfachen 
Beispiel erläutert werden. Das Geschwindigkeitsfeld 


vl)=Öxr (16) 


mit konstantem Vektor @ beschreibt bekanntlich eine Massenverteilung, 
die als Ganzes eine Rotation um eine Achse durch den Koordinatenursprung 
t= 0 mit der Drehgeschwindigkeit & ausführt. Bildet man andererseits 
die Rotation von (16), so wird mit 


ö or 
BR re a ER er EEE ER 
x exı) DREr 7 Ö,, 01=30 =20 (17) 


die obige Behauptung bestätigt. Bei der Auswertung in (17) werden die 
Beziehungen 


or 0x oy 02 
dr x + oy 7 02 3 
ER ö ö ö 18 
zg (0245 ra 32) (e>* Heyy+ 8,2) un) 
= 0,8%, + @ye,+ 0,8, = © 
benötigt. 
Übungsaufgaben 


13.1. Eine Massenverteilung sei zur Zeit t=0 


a) ula, 0)= Ae-st- as b) u,0)=4— 


22 +a? s 


Man berechne u (x, t) bei einem Geschwindigkeitsfeld v = ßt, die Gesamtmasse 
und den Schwerpunkt der Massenverteilung. 


13.2. Mit Hilfe der Konvergenzfaktoren a) exp(—e|o|), b) exp[—(ew)?/2] (e> 0) 
+00 
1 
zeige man, daß 3,00 eo: die Fourierdarstellung der ö-Funktion ist. 


-o 


13.3. Wie läßt sich die Massendichte eines eindimensionalen homogenen Balkens der 
Länge L mit Hilfe von 0(x) darstellen? Man gebe zwei Möglichkeiten an. 


13.4. Man zeige die Identität der beiden Lösungen aus Ü 13.3. 
13.5. Besitzen die nachstehend abgebildeten Felder Quellen und Wirbel ? 


—  — oo —0— 

— — —— — —— — —. 
a) u AR nn gen. ee, #) —- —- — 

— — {2 — — —_ 
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2  Elektromagnetische Felder im Vakuum 


Verhältnismäßig einfach sind die Beziehungen zwischen unbeweglichen 
Ladungen und ihren zugehörigen Feldern. Diese Beziehungen werden in 
[21] genauer untersucht. Es zeigt sich, daß die elektrischen Ladungen 
Quellen eines Vektorfeldes, des elektrischen Feldes, sind und daß dieses 
Feld wirbelfrei ist. Es läßt sich daher durch ein Potential darstellen, 
dessen Beziehungen zur Ladung in [22] betrachtet werden. 


Schließlich werden in [23] die Kraftwirkungen untersucht, die von 
elektrischen Feldern auf Ladungen ausgeübt werden. Wie in der Mecha- 
nik, erweist sich auch hier die Einführung des Energiebegriffs als vor- 
teilhaft zum Verständnis der Vorgänge. Die Magnetostatik läßt sich, wie 
in [24] gezeigt wird, ganz analog zur Elektrostatik aufbauen. 


21 Quellen und Wirbel des elektrostatischen Feldes 


Zusammenfassung: Das elektrostatische Feld €, das durch eine Ladung © 
hervorgerufen wird, ist Qr/4rcegr?. Die durch mehrere Ladungen hervorgerufenen 
Felder addieren sich vektoriell zu einem Gesamtfeld. Das Stromlinienbild des elek- 
trischen Feldes E(r) läßt die positiven und negativen Ladungen als Quellen und 
Senken des Feldes erkennen. Es zeigt weiter, daß das elektrostatische Feld keme 
Wirbel aufweist. Eine quantitative Untersuchung der Quellen und Wirbel führt auf 
die Gleichungen &, divE=o und rot ®=0 zur Bestimmung von €. 


211 Einführung des Feldbegrifts 


Nachdem im Rahmen von [1] für die Mechanik eine Felddarstellung 
gegeben wurde, kann nunmehr die Hauptaufgabe in Angriff genommen 
werden, die Feldgleichungen der Elektrodynamik aufzusuchen. Zunächst 
wird noch einmal auf die Untersuchungen von [12] zurückgegriffen. Dort 
wurde unter anderem die Kraftwirkung irgendwelcher Ladungen Q; auf 
eine einzelne Probeladung g betrachtet. Diese Kraft wurde in [123] durch 


dargestellt. Das elektrische Feld & in (1) soll die Einflüsse der übrigen 
Ladungen enthalten. E(r) ist genau wie Sl ein Vektorfeld. Im Falle einer 
einzigen verursachenden Punktladung @ am Koordinatenursprung ist das 
elektrische Feld nach (123.2) 


ee (2) 
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Das von vielen Ladungen Q,; an Orten $,; hervorgerufene elektrische 
Feld € erhält man durch Addition der Einzelfelder, die wie in Gleichung 
(2) aufgebaut sind: 


eZ Q; 1-5, 3 

E22 Gras Tal‘ m 
Dabei wird vorausgesetzt, daß die einzelnen Felder sich additiv überlagern. 
(Das ist notwendig, um Gleichung (1) auch für mehrere verursachende 
Ladungen aufrechtzuerhalten, denn nach (114.4) überlagern sich ja auch 
die Kräfte additiv.) Gleichung (3) läßt sich verhältnismäßig einfach auf 
kontinuierliche Ladungsverteilungen übertragen. Man denkt sich die 
Ladungswolke in infinitesimale Volumenelemente dr’ unterteilt, deren jedes 
IE =dre), mit 3=r, (4) 
enthält. Je kleiner die betrachteten Volumenelemente sind, um so kleiner 
ist die in ihnen vorhandene Ladung Q;, um so größer aber ist die Zahl der 
in (3) zu addierenden Glieder. In der Grenze sehr kleiner Volumina dr’ 
geht (3) in das Volumenintegral 


SE rue (5) 


4re|t— vr |r—r| 


über. 


Dieser Ausdruck für € ist Gleichung (3) gleichwertig. Er beschreibt 
einmal das Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung, kann zum 
anderen aber durch geeignete Wahl von o in (2) oder (3) überführt werden. 
So ist für eine einzelne, am Ort r’= 0 befindliche Punktladung 


er) Ar). (6) 

Setzt man (6) in (5) ein, so darf neben der ö-Funktion im übrigen Inte- 

granden r’ = 0 gesetzt werden, da die ö-Funktion nur hier von Null ver- 

schieden ist. Dann bleibt nur noch das Normierungsintegral der ö-Funk- 
tion übrig, das gleich 1 ist: 

en = at m 


rot—ve iv] — rer r 


Man erhält alsa (2). Entsprechend überführt die Ladungsverteilung 
er’) = IQ — 3;) (8) 


(5) in (3). Diese Überlegungen zeigen, daß es vollständig ausreicht, die 
Gleichungen für kontinuierliche Ladungsverteilungen zu formulieren. 
Tauchen in bestimmten Fragestellungen Punktladungen auf, so lassen sich 
diese immer unter Verwendung der ö-Funktion, wie hier in (6) und (8), als 
Spezialfälle des Kontinuums behandeln. 
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Besitzt auch die in (l) mit q bezeichnete Ladung eine kontinuierliche 
Verteilung, so befindet sich in einem Volumenelement die Ladung 


dq=odr, mit o=oft) (9) 
als der Ladungsdichte. Die zugehörige Kraftwirkung 
df=fdr, mit f=f(r) (10) 


als ler Kraftdichte, liefert unter Verwendung von (1) den Zusammenhang 


tdd=oh) Eh). al) 


t ist die auf die Ladungsdichte o unter dem Einfluß des Feldes &E am Orte r 
wirkende Kraftdichte. 


Bei der Betrachtung der Gleichungen (1) und (2) fällt auf, daß das 
elektrische Feld & mit zwei Größen verknüpft ist. Durch (2) steht es mit 
der die Feldstärke & verursachenden Ladung in Beziehung, durch (1) mit 
der bei Anwesenheit einer Ladung g auftretenden Kraft. Die Feldstärke & 
besitzt daher Eigenschaften, die von den Ladungen herrühren, wie auch 
solche, die durch den Zusammenhang mit St bestimmt werden. So folgt 
aus dem Satz über das Kräfteparallelogramm, der bereits in [114] ver- 
wendet wurde, daß sich die Feldstärken mehrerer Ladungen nach den 
Gesetzen der Vektoraddition zu einer resultierenden Feldstärke überlagern, 
die dann die Kraft (1) auf die Ladung g bewirkt. Die im Zusammenhang 
mit (2) bestehenden Eigenschaften des Feldes & werden in den nächsten 

Abschnitten genauer untersucht. 


EI Der Zusammenhang zwischen € und $t in (1) 
ee 2 kann zur Ausmessung des Vektorfeldes &(t) be- 
hr g mutzt werden. Zu diesem Zweck bringt man 
eine kleine Probeladung g an den Ort r und 
mißt die auf qg ausgeübte Kraft $. Die Probe- 
ladung qg muß dabei so klein sein, daß sie die 
vorhandene Anordnung durch ihr eigenes elek- 
Abb.211. AnordnungzurMes- trisches Feld nicht stört. Die einfachste und 
sung des elektrischen Feldes. anschaulichste Vorrichtung dieser Art ist — 
ERS ORTS DRENDE natürlich wieder im Gedankenexperiment — 
eine elastische Feder, die an einem Ende so in die Nähe von ı gehalten wird, 
daß sich die am anderen Ende befindliche Ladung g genau im Punkt r be- 
findet (vgl. Abb. 211). Länge und Richtung der Feder werden durch einen 
Vektor r beschrieben. Die Federkraft ist —ar. Demzufolge herrscht Gleich- 
gewicht bei —ar+g&=0, und es ist bei bekannter Federkraft « und 
Probeladung q wegen 


= (12) 
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der Vektor x ein direktes Maß für den Vektor der Feldstärke. — Natürlich 
eignet sich zur praktischen Messung von & über fi die in Abb. 112 be- 
schriebene Anordnung besser, weil sie leichter zu realisieren ist. Für Ge- 
dankenexperimente dagegen, bei denen das Prinzip ailein, nicht seine 
praktische Durchführbarkeit maßgebend ist, besitzt die hier beschriebene 
Anordnung den Vorteil der größeren Einfachheit. 


Die Dimension der Feldstärke ist 


a st N Wsm-! Ww V 
[€] | [6 As Am m’ 


(13) 


Die in (113.2) eingeführte Einheit Volt (V) wird also zur Einheit des Weg- 
integrals dr &, des elektrischen Potentials. Für diese Größe eine neue 
Einheit einzuführen, ist zweckmäßig, weil in der Elektrotechnik das elek- 
trische Potential (221.2) eine wichtigere Rolle spielt als die Feldstärke ©. 


212 Stromlinienbild der Feldstärke 


Die in [211] beschriebene und durch irgendeine Ladungsverteilung 
hervorgerufene Feldstärke &(r) ist genau wie j(t) und v(r) ein Vektorfeld, 
für das sich ein Stromlinienbild angeben und in seinen Eigenschaften 
diskutieren läßt. Auch hier gibt es eine Schar Raumkurven, die durch 
alle Punkte r so hindurchlaufen, daß ihre Tangentialrichtung mit der Rich- 
tung des Vektors E(r) an der gleichen Stelle übereinstimmt. Die Kurven 
werden überall so dicht gezeichnet, daß ihre Zahl durch einen senkrecht 
zu ihnen orientierten Einheitsquerschnitt proportional zu |E|=€ ist. Das 
Stromlinienbild für eine einzelne positive oder negative Punktladung ist 
in Abb. 212.l1a und b in einem ebenen Schnitt dargestellt. Abb. 212.2 
zeigt ein Stromlinienbild, das durch zwei gleichgroße Punktladungen mit 
gleichen Vorzeichen erzeugt wird. Das Stromlinienbild für zwei Punkt- 
ladungen mit verschiedenen Vor- 
zeichen ist aus Abb. 134.3 zu er- 
sehen. 


a b 


Abb. 212.1. Feldlinien füreine positive(a) Abb. 212.2. Feldlinien für zwei Punkt- 
und eine negative (b) Punktladung ladungen gleichen Vorzeichens 
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Aus diesen Bildern ist qualitativ ersichtlich, daß die positiven und 
negativen Ladungen beim elektrischen Feld &(r) die Rolle der Quellen und 
Senken übernehmen. Die Stromlinien weisen in die Richtung der Feld- 
stärke und nach (211.1) gleichzeitig auch in die Richtung der Kraft, die 
das Feld auf eine positive Punktladung gq ausübt. Eine Punktladung bewegt 
sich daher längs einer solchen Stromlinie (wenn man durch Bremswirkungen 
dafür sorgt, daß ihre Geschwindigkeit klein gehalten wird, damit die Träg- 
heit keine Rolle spielt). Die quantitative Untersuchung des Feldes in den 
nächsten Abschnitten wird diese qualitativen Ergebnisse bestätigen und 
darüber hinaus noch zeigen, daß das Feld E(r) keine Wirbel aufweist. 


213 Quellen des Feldes 


In ähnlicher Weise, wie sich nach (135.3) aus dem Stromdichtevektor 
j(e) der Strom J durch eine Fläche berechnet, wird beim elektrischen Feld 
die Größe 


o=/[jaic (i) 


als elektrischer Feldfluß bezeichnet. ® ist der durch die Fläche % hindurch- 
tretende Feldfluß. Das ist natürlich nur im übertragenen Sinne gemeint, 
denn hier bewegt sich voraussetzungsgemäß nichts, und auch das Feld € 
repräsentiert ja keine Bewegung. Im Stromlinienbild ist — in entsprechend 
gewählten Einheiten — € gleich der Liniendichte. Daher ist der Feldfluß ® 
gleich der Feldlinienzahl, die durch die Fläche % hindurchtritt. 


Jetzt wird das Feld (211.2) einer einzelnen Punkt- 
ladung betrachtet und der gesamte Feldfluß (1) 
durch eine Kugeloberfläche vom Radius R um den 
Koordinatenursprung berechnet. Dieser Feldfluß ist 


ae-getzs-t. © 


v und df besitzen, wie Abb. 213.1 zeigt, die gleiche 

Richtung. Wegen diu/r=df und r= KR ist der 

Abb. 213.1. Feldfluß Integrand konstant. Die Flächenintegration liefert 

einer Ladung Q einfach 4. R?, woraus das Resultat in (2) unmittel- 
bar folgt. 

Nach (2) ist die von einer Ladung ausgehende Stromlinienzahl also allein 
durch die Größe der Ladung bestimmt. Da (2) unabhängig vom gewählten 
Radius R ist, darf sich die Stromlinienzahl außerhalb der Ladung nicht 
mehr ändern, bleibt also konstant. 

Gleichung (2) gilt auch, wenn die die Punktladung @ umschließende 
Fläche keine Kugeloberfläche ist. Eine solche Fläche denkt man sich in 


[213] 
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viele infinitesimale Flächenstücke unterteilt, deren Normalen überall die 
Richtung von r oder senkrecht zu rt besitzen, wie in Abb. 213.2 dar- 
gestellt ist. In diesen Fällen ist dann stets 


Abb. 213.2. Eine be- 
liebige Fläche F wird 
in Elemente unterteilt, 
deren Normalen ent- 
weder in Richtung des 
Ortsvektors zeigen 
oder senkrecht dazu 
stehen, deren zugehö- 
rige Raumwinkel also 
entweder df,/r?, wie 
bei df,, oder Null, wie 
bei df,, sind 


Abb. 213.3. Das Volu- 
men V ist die Diffe- 


renz der Volumina, 
deren Umrandung 
durch —— und — — 


angegeben ist 


2 


d2r ö t 
dje= 6° mit Bez (3) 


d2 als dem Raumwinkel und r als dem Radius, 
der jetzt aber von Ort zu Ort variiert. Unter Ver- 
wendung von (3) erhält man auch für die beliebig 
geformte Fläche 

dpaie- en BE. A (4) 


an &%9 Ego 
also den gleichen Wert. 


Weiter wird eine geschlossene Oberfläche betrach- 
tet, die die Punktladung Q nicht enthält. Für diese 


Fläche gilt 
u. Baie=0. (5) 


Man kann (5) darstellen als Differenz zweier Inte- 
grale, bei denen über geschlossene Flächen integriert 
wird, die beide Q umschließen, vergleiche Abb. 213.3. 


Schließlich wird die Feldstärke (211.3), hervor- 
gerufen durch mehrere Punktladungen Q,, betrach- 
tet. Hier wird zunächst der elektrische Feldfluß 


Hare=zfare (6) 
in Beiträge zerlegt, die zu den einzelnen Ladungen @,; 
gehören. Je nachdem, ob sich die einzelne Ladung Q; 
nun innerhalb oder außerhalb des umschlossenen 
Volumens befindet, liefert das zugehörige Integral 
in (6) Q;/&, oder Null. Demnach läßt sich für die 
Feldstärke ganz allgemein der Satz 


[ofaie=0| (7) 


aussprechen. Er gilt für ein beliebiges Volumen. Die Integration auf der 
linken Seite von (7) erfolgt über den Rand des Volumens, während @ die 
Ladung im Innern des gleichen Volumens ist. 


Gleichung (7) sagt somit endgültig aus, daß die Ladungen Q die Quellen 
des elektrischen Feldes € sind. Ist die Ladung nicht punktförmig, sondern 
durch eine kontinuierliche Ladungsverteilung o(t) gegeben, so läßt sich 


mit 


Q=faro (8) 
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und Verwendung des GAussschen Satzes (135.8) 


gjare-[e (9) 


Gleichung (7) auch in einer Form darstellen, die auf beiden Seiten der 
Gleichung eine Volumenintegration über dr enthält. Die Aussage (7) gilt. 
wie erwähnt, für beliebige Volumina und damit auch für ein beir befindliches, 
infinitesimales Teilvolumen dr. Für dieses lautet sie unter Fortlassung des 
Faktors dr 


d€ 
=. (10) 


Bis auf den Faktor &, des Maßsystems ist die Divergenz des elektrischen 
Feldes € gleich der Ladungsdichte. Diese letzte Form stellt eine Bestim- 
wungsgleichung für E(r) bei gegebener Ladungsverteilung o(r) dar, die 
zugleich die der Feldphysik gemäße Form einer partiellen Differential- 
gleichung besitzt. Allerdings ist (10) eine skalare Gleichung und macht nur 
eine einzige Aussage über die insgesamt drei Komponenten von €. Die 
Feldstärke € wird daher durch Gleichung (10) allein noch nicht hinreichend 
bestimmt. So kann man zum Beispiel nicht erwarten, unter Verwendung 
der Gleichung (10) allein das Feld (211.3) als Lösung zu erhalten. 


Gelegentlich aber reicht (10) zur Bestimmung von ® aus, wenn nämlich 
die Aufgabe entsprechende Symmetrievoraussetzungen enthält. Beschreibt 
zum Beispiel o(t) = Qö(r) eine Ladung Q am Koordinatenursprung, und 
es ist eine kugelsymmetrische Lösung € gesucht, so läßt sich diese Lösung 
leicht aus (10) auffinden. Denn damit wird gegeben, daß € die Richtung 
e=t/r besitzt und daß |&]=€ nur von r abhängt. Zur Bestimmung der einen 
unbekannten Funktion € (r) reicht (10) aus. Integration von (10) über eine 
Kugel vom Radius r und Verwendung des Gaussschen Satzes liefern 


[are 0 [aröw) (=, [er = ffaic = aArrClr). (11) 


Daraus folgt 
E=Een)- Em Be (12) 


= > 
ATrEgr 


Dieses Feld (123.2) ist also — wie zu erwarten — eine kugelsymmetrische 
Lösung der partiellen Differentialgleichung (10). 


214 Wirbelfreiheit des Feldes 


Neben der Eigenschaft (213.10) muß das elektrische Feld &(r) noch 
weitere Eigenschaften besitzen, da es durch jene Gleichung — wie bespro- 
chen — nicht hinreichend bestimmt wird. Die noch fehlenden Aussagen 
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über das Feld ® betreffen dessen Wirbel. Der Zusammenhang (211.1) 
zwischen Feldstärke & und Kraftwirkung läßt wegen 


Dare= Hara=o () 


bereits vermuten, daß das elektrische Feld wie die elektrostatische Kraft 
nach (116.10) ein Potential besitzt und damit wirbelfrei ist. 


Trotzdem soll die Frage der Wirbelfreiheit hier noch einmal genauer 
untersucht werden. Zunächst wird das Wegintegral (1) in einem speziellen 
Fall berechnet: Das Feld wird von einer einzigen Punktladung hervor- 
gerufen, und es wird der Weg I der Abb. 214 be- 
trachtet. Er enthält zwei Wegstücke, bei denen € 
senkrecht zu drist, für die also der Integrand in (1) 14 
verschwindet. Die anderen beiden Wegstücke mit & 
parallel zu dr werden in umgekehrter Richtung 
durchlaufen und liefern entgegengesetzt gleiche Bei- 
träge. In diesem Falle also verschwindet (1). Als 
nächster Fall wird das gleiche Feld betrachtet, aber a 
eine beliebig geformte, geschlossene Kurve, zum Bei- app. 214. Integrutions- 
spiel II in Abb. 214, als Integrationsweg in (1) ge- wege zur Berechnung 
wählt. Eine solche Kurve läßt sich in infinitesimale der Wirbel von € 
Kurvenstücke zerlegen, die senkrecht oder parallel 
zu € sind und daher entweder zur Integration nichts beitragen oder nur 
Beiträge liefern, die sich bei geeigneter Zusammenfassung kompensieren. 
Auch für eine beliebige Kurve gilt bei der einzelnen Punktladung also 


[$are=o.| (2) 


Das allgemeine elektrische Feld € von (211.3), hervorgerufen durch viele 
Punktladungen @;, läßt sich gemäß 


Hare=Nhare, (3) 


in Beiträge zerlegen, die den Einzelfeldern &, zugeordnet sind und von 
denen bereits festgestellt wurde, daß sie einzeln verschwinden. Daher gilt 
Gleichung (2) ganz allgemein für elektrische Felder, die durch Ladungen 
erzeugt sind. 


Unter Verwendung des Stok&£sschen Satzes (137.10) 


Hare-[far(z;xe) (4) 


läßt sich (2) in eine Integration über eine zwischen der Randkurve auf- 
gespannte Fläche überführen. Da (2) aber, wie festgestellt wurde, für 
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beliebige Randkurven und mit (4) für beliebige dazwischenliegende Flächen 
verschwinden soll, muß der Integrand in (4) die Eigenschaft 


S-xE=0 (5) 


besitzen. Die Rotation des elektrischen Feldes C(r) ist also überall im Raum 
Null. Diese Eigenschaft des elektrostatischen Feldes zusammen mit (213.10) 
reicht, wie die Ausführungen von [22] zeigen werden, vollständig zur 
Bestimmung des elektrischen Feldes aus. Auch (5) hat die Form einer 
partiellen Differentialgleichung und bestimmt zusammen mit (213.10) den 
Zusammenhang zwischen benachbarten Feldwerten E(rt) und E(t-+dr) 
bei gegebener Ladungsverteilung o (rt). Die früher betrachteten Feldstärken 
(211.2), (211.3) wie auch (211.5) müssen spezielle Lösungen dieser beiden 
Gleichungen sein. 


Übungsaufgabe 


21. Beweise durch allgemeine Überlegungen, daß beim Stoxzsschen Satz die Inte- 
grationsfläche bis auf die Randkurve willkürlich gewählt werden darf. 


22  Elektrostatisches Potential 


Zusammenfassung: Eine der wichtigsten Grundaufgaben der Elektrostatik 
besteht darin, Feldstärke E(r) und Potential U(t) bei gegebener Ladungsverteilung 
o(t) zu berechnen. Beide Größen sind durch die Gleichungen 


E = — — —-g4AU=o 


gegeben. Eine spezielle Lösung der inhomogenen Potentialgleichung ist 


" dr’e(r) 
zer 4reo|r—r] * 


Bei der Punktladung ist U  1/r, beim unendlich langen geladenen Stab U = In(1/r). 
Kugelsymmetrisch angeordnete Ladungen liefern ein Potential, das außerhalb der 
Ladung mit dem einer entsprechenden Punktladung übereinstimmt. Im Innern weist 
das Potential tiefere (bei @> 0) Werte auf. Bei der nur am Rande geladenen Kugel 
bleibt das Potential im Innern konstant. Das Potential eines Dipols ist U = pe/4reor?. 
Eine gleichmäßig mit Dipolen belegte Fläche liefert ein Potential, das direkt zum 
Raumwinkel 2 proportional ist, unter dem die betreffende Fläche am Beobachtungs- 
ort r, erscheint. Das Potential eng begrenzter Ladungsverteilungen wird in großem 
Abstand durch Potenzentwicklungen nach 1/r unter Verwendung der LEGENDREschen 
Polynome P, bestimmt. Die zugehörigen Koeffizienten q, sind die zur Ladungsvertei- 
lung gehörenden elektrischen „Multipolmomente“. 
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221 Einführung des Potentials 


In diesem Kapitel soll eine der wichtigsten Grundaufgaben der Elektro- 
statik gelöst werden: Gegeben ist eine Ladungsverteilung o(r), gesucht 
wird das durch diese erzeugte Feld E(r), das den in [213] und [214] abge- 
leiteten partiellen Differentialgleichungen 


€ 0) 


genügt. Diese Gleichungen bestimmen & bei gegebenem o: Die Ladungs- 
verteilung @ verursacht das Feld €. 


Die zweite Gleichung von (1) drückt die Wirbelfreiheit des elektrischen 
Feldes aus und erlaubt nach den Ausführungen von (115.11) und (137.13), 
für & den Ansatz 


(2) 


zu machen, das elektrische Feld also als 14 
Gradientenfeld eines Potentials U zu be- 

schreiben. Wie früher in [115] ausführ- 

lich besprochen wurde, läßt sich ein 

solches Feld (2) durch seine Potential- 

flächen U(r) = const veranschaulichen. 

Die Stromlinien des Feldes durchstoßen Um) =const 
die Potentialflächen überall senkrecht Abb. 221. 
entsprechend Abb. 221, denn sie besitzen Potentialflächen und Feldstärke 
die Richtung von 6, die nach (2) mit 

grad U und daher mit der Normalenrichtung der durch r laufenden Poten- 
tialfläche übereinstimmt. Beim Einsetzen von (2) in (1) wird die letzte 
Gleichung wegen (115.13) erfüllt. und die erste Gleichung erhält die Form 


(3) 


mit 4 als dem in (115.8) definierten LarLaczschen Differentialoperator. 
Diese Gleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung und wird auch als Poıssoxsche Differentialgleichung bezeichnet. 
Die Aufgabe, die drei Komponenten des elektrischen Feldes & zu berechnen, 
ist somit durch den Ansatz (2) reduziert worden auf das Problem, nur 
noch eine einzige Funktion U(r) als Lösung der Potentialgleichung (3) 
aufzusuchen. 


Das mühevolle Aufsuchen von Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung (3) wird dadurch erleichtert, daß das elektrische Feld € für ver- 


5 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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schiedene Ladungsverteilungen bereits bekannt ist. Für eine Punktladung 
im Koordinatenursprung gilt nach (211.2) 


._ 1 @ır 2.20 1 Q 
c Are Tr Or Are, rn (4) 
Dieses Feld läßt sich als Gradient des Potentials 
_ 1.9 5 
e- are Tr (5) 


darstellen. Da die partiellen Differentialgleichungen {l) unter Verwendung 
von (4) aufgestellt wurden, muß der Ausdruck (4) natürlich diese Gleichungen 
auch erfüllen. (4) und das zugehörige Potential (5) sind also Lösungen der 
Gleichungen (1) wie auch der Gleichungen (2) und (3) für eine spezielle 
Ladungsverteilung o(r), nämlich 


er) QÖlr), (6) 
bei der sich eine Punktladung Q am Koordinatenursprung t = 0 befindet. 
ö(r) ist die in [13] besprochene ö-Funktion. 


Das Potential mehrerer Punktladungen Q, ist entsprechend 


1 % 


are T r—u| 


U) (7) 
Die zugehörige elektrische Feldstärke folgt aus (2) und stimmt mit (211.3) 
überein. Bei einer Dichteverteilung von sehr vielen, sehr kleinen Ladungen 
wird 0, = dQ=dr’o(r') als diejenige Ladung bezeichnet, die sich bei, =r’ 
im Volumenelement dr’ befindet. Die Summation über solche Ladungen 
dQ ergibt das Volumenintegral 


_[ dre) 
JAaro|ı—r| 


Ut) (8) 


Dieses Potential muß also für beliebige Ladungsverteilungen o (r’) eine Lö- 
sung von (3) darstellen. Es muß die übrigen Lösungen, wie zum Beispiel (5) 
und (7), automatisch enthalten. Tatsächlich geht (8) beim Einsetzen von 
(6) in die Lösung (5) über. Man erhält nämlich 


Ti of dr’ öl) Q 


4reg|t-— | 4reor 


(9) 


Neben der ö-Funktion darf im übrigen Integranden r’ = 0 gesetzt werden, 
da die ö-Funktion ohnehin nur hier von Null verschieden ist. Dann bleibt 
nur noch das Normierungsintegral der ö-Funktion übrig, das aber gleich 
1 ist. Die Ladungsverteilung 


elt)= IN, d(t—r;) (10) 
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beschreibt Punktladungen Q;, die sich an Orten r, befinden. Setzt man diese 
Ladungsverteilung (10) in das allgemeine Potential (8) ein, so entsteht 
wie vorher in (9) der entsprechende Ausdruck (7). 


Diese Überlegungen zeigen, daß es vollständig ausreicht, die Gleichungen 
für Kontinuierliche Ladungsverteilungen zu kennen. Tauchen in be- 
stimmten Fragestellungen Punktladungen auf, so lassen sich diese immer, 
wie hier in (6) und (10), als Spezialfälle des Kontinuums unter Verwendung 
der ö-Funktion behandeln. 


Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß die Feldgleichungen (1) zu 
dem Ansatz (2) und damit auf die Potentialgleichung (3) führen, die für 
beliebige — kontinuierliche und diskrete — Ladungsverteilungen o (rt) gültig 
ist. Die Voraussetzungen, unter denen die Grundgleichungen (1) bis (3) auf- 
gestellt wurden, erleichtern das Aufsuchen von Lösungen. Gleichung (8) ist 
die wichtigste Lösung der Potentjalgleichung (3), aus der sich über (2) die 
gesuchte Feldstärke & unmittelbar berechnen läßt. (8) ist natürlich nicht 
die allgemeinste Lösung der Differentialgleichung (3), sondern nur ein 
spezielles Integral mit der besonderen Eigenschaft 


T—0 für Ir. (11) 


Dabei wird vorausgesetzt, daß die Ladungsverteilung o(r’) irgendwo in 
der Nähe des Koordinatenursprungs konzentriert ist, so daß für große |r| 
im Nenner von (8) r’ vernachlässigt werden kann und daher (8) in (5) 
übergeht mit Q als der in (8) enthaltenen Gesamtladung. Weitere Lösungen 
von (3) erhält man durch Hinzufügen von Funktionen U,, die, wie sich 
beim Einsetzen in (3) herausstellt, der quellenfreien Potentialgleichung 


AU,=0 (12) 


genügen müssen. Ebenso wie in der Theorie der gewöhnlichen linearen 
Differentialgleichungen lassen sich zur speziellen Lösung (8) der inhomo- 
genen Gleichung (3) noch beliebige Lösungen U, der homogenen Gleichung 
(12) hinzufügen, um die allgemeinste Lösung zu erhalten, denn die Potential- 
gleichung (3) ist auch eine lineare Differentialgleichung. 


222 Potentiale einfacher Ladungsverteilungen 


In diesem Abschnitt soll das Potential U(r) für verschiedene Ladungs- 
anordnungen berechnet werden. Das Potential der Punktladung 


(1) 


wurde bereits in (221.5) als Lösung der Potentialgleichung angegeben. 
Wenn man wegen der Symmetrie der Ladungsanordnung Aussagen über 
die Richtung von & und die Abhängigkeit von den Koordinaten machen 


5* 
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kann, empfiehlt es sich, an Stelle der allgemeinen Gleichung (221.8) die erste 
der Gleichungen (221.1) in der Form (213.7) 


HfdiE=Q (2) 
zu verwenden, wie dort am Beispiel der Punktladung demonstriert wird. 


Eine weitere Anwendung dieses Verfahrens ermöglicht die Bestimmung 
von Feldstärke und Potential für einen gleichmäßig geladenen, unendlich 
langen, geraden Stab. Die Ladung pro Längeneinheit sei q. Die zu- 
gehörigen Potentialflächen sind Zylinder um die Stabachse. Daraus folgt. 
daß die Richtung von & überall mit der Normalenrichtung des Zylinders 
übereinstimmt oder bei negativen Ladungen ihr entgegengerichtet ist. 
Bildet man das Integral (2) über einen solchen Zylinder von der Länge L 
und mit einem Radius r, der größer als der Stabradius R, ist, so geht (2) in 


&o€e2rrL=gL mit €=|6l| (3) 
über, da € nur von dem hier auch mit r bezeichneten Achsenabstand ab- 
hängt und daher auf dem Zylinder konstante Werte besitzt. Beiträge von 


den Enden des Zylinders treten nicht auf, da dort & senkrecht zu df ist. 
Für die Feldstärke entsteht somit 


ER 0 3 
Et (4) 


tv 
& 
[ 


Für eine kleine Differenz des zugehörigen Potentials folgt mit (221.2) 


" " T u 
dU Gdr Edr 3 =. (5) 


Die Integration von (5) führt auf 


2 An, (6) 


re R 
0 


U — 


Diese Formel gilt voraussetzungsgemäß nur für Abstände r, die größer 
als der Stabradius R, sind, somit beim sehr dünnen Stab R,—0 für alle r. 
In den Grenzen sehr großer und (für R,—0) sehr kleiner Achsenabstände 
gilt 


U>+© für 18, (7) 
oo 


R in (6) ist eine Integrationskonstante. Sie bedeutet den willkürlich wähl- 
baren Achsenabstand, in dem das Potential gemäß T’(R) == 0 verschwinden 
soll. 


Als nächstes Beispiel wird das Potential einer homogen geladenen Kugel 
vom Radius r, berechnet. Außerhalb der geladenen Kugel. also bei Kugel- 
flächen r >r,, gelten für die Auswertung von (2) auch hier die Gleichungen 
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(213.11 und 12) für die Punktladung, mit Q als der Gesamtladung der 
homogen geladenen Kugel. Infolgedessen ist 


für FT, (8) 


Für kleinere Radien r< r, würde (2) nur gelten, wenn @ die von der be- 
trachteten Kugelschale umschlossene Ladung wäre. Da hier, wie in (8), 
Q die Gesamtladung bedeuten soll, muß (2) in diesem Falle durch 


3 
ae - ) 
afpare=0(-) 9) 
ersetzt werden, da die jeweils umschlossene Ladung im Verhältnis (r/r,)? 


kleiner ist. Die Auswertung führt hier also auf eine Feldstärke 


gt un %_! für r<n. (10) 


oz = 
Arc in! r 4reo TR 


Die außen durch (8) und innen durch (10) beschriebene Feldstärke besitzt 
also am Rand der Kugel ihren größten Wert und sinkt nach dem Kugel- 
innern hin wieder auf Null ab. Das zu (10) gehörige Potential im Kugel- 
innern berechnet sich zu 
re re 

U-—[dr&=— I gg + konst. (11) 
Über die Konstante wird so verfügt, daß die Lösung (11) bei r, = r in die 
Lösung (8) übergeht. Zusammenfassend erhält man für das Potential 


_e_ 
U(r) _ rer für Zn. (12) 
Q 1 (—r? j 3r2) == 
4re, 273 TO 


In Abb. 222 sind drei Potentiale dargestellt, die für r > r, alle den gleichen 
Wert besitzen, also zur gleichen Gesamt- 
ladung gehören. I stellt das durch (1) be- 
schriebene Potential einer Punktladung dar, 
II das in Gleichung (12) berechnete Potential 
der homogen geladenen Kugel. Es besitzt im 
Gegensatz zu I keine Singularität bei r = 0, 
sondern nimmt dort einen endlichen Wert an. 
Die Singularität des Potentials einer Punkt- 
ladung hängt also sehr eng mit dem Ver- 
schwinden ihrer Ausdehnung zusammen. 


Weiter ist in Abb. 222 unter III das Poten- . 
tial einer Kugel dargestellt, deren gesamte Abb. 222. Potentialverlauf für 
i . ep: ie Punktladung (I), gleichmäßig 
Ladung © gleichmäßig auf der Oberfläche ver- geladene Kugel (II) und Ober- 
teilt ist und die im Innern ungeladen ist. Bei flächenladung (III) bei gleicher 
einer solchen Kugel muß die rechte Seite von Gesamtladung 


r 
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(2) für alle r<r, verschwinden. Das aber ist nur möglich, wenn die Feld- 
stärke € selbst im Innern der Kugel verschwindet. Verschwinden der 
Feldstärke bedeutet konstantes Potential und führt zu dem Verlauf III 
der Potentialkurve. 


223 Potential eines Dipols 


Ein elektrischer Dipol ist eine Anordnung von zwei gleichgroßen Ladun- 
gen Q entgegengesetzten Vorzeichensin kleinem Abstand |a|= a. Als Dipol- 
moment wird das Produkt 


p=0Qa (1) 
aus Ladung und Abstand bezeichnet. Es 
wird definiert, daß dieser Vektor von der 


-a + x negativen zur positiven Ladung zeigt. 
Abb. 223.1. Zur Berechnung Strenggenommen versteht man unter dem 
des Potentials eines Dipols Dipol die durch (1) beschriebene Anord- 


nung in der Grenze «© —0 unter gleich- 
zeitigem Anwachsen von Q, so daß das Produkt Qa, also das Dipol- 
moment p, konstant bleibt. 


Das Potential des Dipols setzt sich aus den Potentialen der beiden La- 
dungen zusammen. Da a voraussetzungsgemäß sehr klein ist, kann stets 
r>a angenommen werden. Das führt nach Abb. 223.1 zunächst näherungs- 
weise auf 


R = Q Q 5 
Up) 4rey rm (az/2r) Tr+ (ax/2r) 2) 
und bei Entwicklung nach Potenzen von a/r weiter auf 
er 08 ax ax Qa Qae 
Up) Ereyr 1+ Ir: v a] Are T Eneor? (8) 


Höhere Potenzen von a/r werden vernachlässigt. Die Beiträge nullter 
Ordnung kompensieren sich wegen des entgegengesetzten Ladungsvor- 
zeichens. Im übrigbleibenden Term läßt sich ax/r durch ae ersetzen, so 
daß unter Verwendung des Dipolmoments p der Ausdruck 


FR. 


Arcor? 


Unit) e=— (4) 


für das Potential eines Dipols entsteht. e ist der Einheitsvektor, der die 
Richtung des Ortsvektors r angibt. 


Die Potentialflächen des Dipols sind rotationssymmetrisch um die 
p- (hier x-) Achse. Ein Schnitt ist in Abb. 223.2 wiedergegeben. Das Poten- 
tial wird oo am Ort der positiven Ladung und — oo am Ort der negativen 
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Ladung. Die Potentialflächen sind kugelähnliche Gebilde, die sich alle am 
Ort des Dipols berühren. Sie müssen gemäß (3) und (4) der Gleichung 


x 1 4rne,U, 


r3 De p (5) 


mit verschiedenen Werten für b genügen. Die Auflösung nach r 
r= Ye+ = Vi e=y+r (6) 


liefert zwei Stellen o = 0, nämlich beix = 0 und x = b. Daher bedeutet b in (5) 
den Abstand auf der x-Achse, in dem die Potentialfläche Uy(t) = U, die 
x-Achse schneidet. In der Nähe e 


von 2£=0 ist nach (6) oe Ve. 


Eine etwas elegantere Ableitung 

von (4) als über (2) und (3) erhält AN 

man durch folgende Überlegung: ON = x 
Up(t) bzw. Ug(t) soll das Poten- \Y 

tial eines Dipols bzw. einer 

Ladung im Koordinatenursprung 
sein. Befindet sich bei ı, der 
Dipol (1) mit seiner positiven 
Ladung bei t,—+ a/2 und seiner 
negativen bei r,— a/2, dann gilt zwischen den Potentialen die Beziehung 


Up —)= Volt (nt a/2)] — Volt - m a/2)]- (7) 
Die Entwicklung nach a liefert 


Abb. 223.2. Potentialflächen eines Dipols 
für verschiedene Werte von b 


aoD, |, = a ou 
Pe EP a ine 
au, adlt—y) (8) 
u q A u — Io 
ge 7 ala Arneg|t— to]? 


Die Einführung des Dipolmoments (1) liefert dann (bei t,= 0) wieder (4) 
oder auch 


a 
4re, Or |r—n| 


(9) 


u ne 


als gleichwertige Darstellung. 


Schließlich soll noch die von einem bei rt, = 0 befindlichen Dipol erzeugte 
Feldstärke berechnet werden. Zunächst wird nur die x-Komponente der 
Feldstärke bestimmt: 

Se 0 pr 1 #-3% =. (10) 


0% 4regr? Are, | T? r 
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Da die y- und z-Komponente entsprechende Ausdrücke liefern, entsteht 
zusammenfassend 


1 
eh (11) 


für das Feld des Dipols p. 


224 Beschreibung elektrischer Dipole 


Betrachtet man die Ladungsverteilung o des im letzten Abschnitt 
beschriebenen elektrischen Dipols, so entsteht zunächst 


ek) = Q[ölr — (to + a/2)) — öl — (n— a/2))] (1) 


als Ladungsdiehte von zwei an den Orten r,—+ a/2 befindlichen Ladungen 
+0. Alsö-Funktion wird die von (131.14) her bekannte Glockenkurve ver- 
wendet, bei der die durch sie beschriebene Ladung auf einen Bereich & aus- 
gedehnt ist. Diese Funktion ist differenzierbar. Beim Dipol soll |a|<e 
sein. Dann läßt sich (l) nach a entwickeln in 


a 


ek)=Qldr-1)-5 et 


ao ” 
ee en]. 


Beim Grenzübergang |a|— 0 und Q Ja] = konst. verschwinden alle Glieder 
von höherer als erster Ordnung in a, und unter Verwendung von (223.1) 
entsteht 


el) =—p-d—n) (3) 


für die Ladungsdichte des in (223.1) betrachteten nunmehr „punktförmigen‘“ 
Dipols. 


Zur Berechnung des von (3) hervorgerufenen Potentials kann die all- 
gemeine Lösung (221.8) verwendet werden, die beim Einsetzen von (3) 
auf 


m ö dr’ öl’—ı,) p ö 1 p ö 1 
3 rer Are, Or, |T—to| Ir, Ir |t—i| (4) 


führt. Zunächst kann bei Anwendung auf die ö-Funktion —O/dr’ durch H/Or, 
ersetzt und der letztere Operator aus dem Integral herausgezogen werden. 
Neben der ö-Funktion im Integranden wird r’ durch r, ersetzt, wobei das 
mit (223.9) übereinstimmende Resultat entsteht. Damit ist gezeigt, daß (3) 
wirklich die Ladungsdichte des Dipols p beschreibt. 
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Neben der Ladungsdichte o wird der Begriff der Dipoldichte ® als 
Dipolmoment pro Volumeneinheit eingeführt. Die Dipoldichte eines 
einzelnen bei r, befindlichen Dipols ist 


Pr) =pöt—n). 5) 
Befinden sich verschiedene Dipole p; an Orten r,, so ist deren Dipoldichte 
Pe) =NPpdl—n). (6) 


Die zugehörige Ladungsdichte entsteht aus (3) durch Überlagerung der 
verschiedenen Dipole: 


ed) =—IpZ-öt-u). (M) 


Dabei sind die p, voraussetzungsgemäß konstante Vektoren, so daß der 
Differentialoperator O/dr nach links aus der Summe herausgezogen werden 
kann. Zwischen (6) und (7) besteht dann der Zusammenhang 


ed =-—- (8) 


unter offenbar allgemeinsten Voraussetzungen. 


Eine wichtige Rolle spielen in der Elektrodynamik Dipoldichten ®, die 
durch atomare Dipole p, hervorgerufen werden. Dabei kommt es im all- 
gemeinen weniger auf den genauen Ortsverlauf (6) von Dipol zu Dipol an, 
sondern vielmehr auf die Werte, die aus (6) durch Mittelung über Volumina 
Ar, in denen sich viele Dipole befinden, hervorgehen. Diese Mittelwert- 
bildung um eine entsprechende Umgebung von r liefert 


gr 
: nn Sr dt AN _ _ 
B=z,| dead = N. 9 


Beim Einsetzen von (6) in (9) liefert jede ö-Funktion den Wert 1. $ ist der 
Mittelwert der Dipole p; in Ar, so daß AN die Zahl der in Ar vorhandenen 
Dipole bedeutet. X ist also die Zahl der pro Volumeneinheit vorhandenen 
Dipole. Ändern sich N und # über Bereiche, die voraussetzungsgemäß groß 


gegen Ar sind, so wird ® entsprechend ortsabhängig. 


Wie Qa im hier besprochenen Fall von zwei benachbarten Punktladun- 
gen bezeichnet man ganz allgemein 


p=[dro(ty)r (10) 


60 2 Elektromagnetische Felder im Vakuum [225] 


als das elektrische Dipolmoment irgendeiner Ladungsverteilung o. Berechnet 
man (10) für die Ladungsverteilung (3) eines einzelnen punktförmigen 
Dipols p, bei r,, so geht (10) dabei über in 


p=[arr o (- Dog) dt —%) 
(11) 


0 0 
= Pod o [arsk— ir - Po 5, ° to = Po- 


Hier ist zunächst wieder O/dr durch —0O/Or, ersetzt und aus dem Integral 
herausgezogen. Die verbliebene Integration liefert r,, und bei der Gradienten- 
bildung entsteht, wie in (137.18), das Ergebnis (11). Das allgemeine Dipol- 
moment p von (10) geht also im Falle (3) eines punktförmigen Dipols in 
dessen Dipolmoment p, über. 


225 Potential einer Dipolschicht 


Es wird diein Abb. 225.1 dargestellte, beliebig geformte Fläche betrachtet. 
Die Fläche soll an den Orten t, mit Dipolen p, belegt sein. Das Potential 
dieser Dipolschicht ist dann 


-=3 9,1%) i (1) 


4re,|t— t,]? 


Weiter wird angenommen, daß die 
Dipole alle die Normalenrichtung 
der Fläche besitzen und die Fläche 
gleichmäßig belegen. Dann ist in 


() 


po>Pdf 2) 


Abb. 225.1. Raumwinkel 2, unter dem einzusetzen und die Summation 

eine Dipolschicht erscheint über ö durch eine Integration über 

die Fläche zu ersetzen. P ist das 

als konstant vorausgesetzte Dipolmoment pro Flächeneinheit. dj’ soll rich- 

tungsmäßig mit p übereinstimmen, also in Abb. 225.1 nach rechts zeigen. 

Das Potential U(t) muß an Orten, die sich rechts von der Fläche in 

Abb. 225.1 befinden, positiv sein, weil dort der Einfluß der positiven 
Ladungen überwiegt. 


Unter den Voraussetzungen (2) entsteht für das Potential (1) der Aus- 
druck 
P df(e—rv) 


are) |r—vV® 


U(t) (3) 
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Diese Gleichung wird zunächst durch 


P 0 dP(e—v) 


Are, I) or 


Ud)= (4) 


beschrieben. Legt man jetzt zur Auswertung von Q den Koordinatenursprung 
in den Beobachtungsort ı = 0, so vereinfacht sich 2 in (4) zu 


2=-[di - (5) 


Berücksichtigt man hier die gegenläufige Richtung von df’ und e’, so folgt 
wegen —df’ e’ = df.. = do’ r’?, (6) 


daß Q in (4) der Raumwinkel ist, unter dem die Dipolschicht am Ort rt 
erscheint. Damit erhält das Potential (3) eine sehr einfache Deutung, die 
später noch bei verschiedenen Anwendungen benutzt wird. 


In Abb. 225.2 sind die Potentialflächen einer Dipolschicht von der Form 
einer ebenen, beliebig berandeten Scheibe dargestellt. Da das Potential 
nach (4) dem Raumwinkel pro- 
portional ist, enthält die Fläche 


U=0 alle Orte, an denen die 
Scheibe unter dem Raumwin- 
kel 2Q=0 erscheint. Sie liegen Su 
auf der Ebene, die durch die ar 
Scheibe hindurchgeht. Im rech- 

o 


ten Halbraum ist das Potential 

positiv und wächst bei Annähe- 

rung an die Scheibe. Im linken 

Halbraum ist es entsprechend Abb. 225.2. 

negativ. Maximum und Mini- Potentialflächen einer Dipolschicht 
mum des Potentials befinden 

sich dort, wo die Ladungen sind, nämlich auf der rechten bzw. auf der 
linken Seite der Dipolschicht. Wandert man von der linken Seite der 
Dipolschicht außen um die Scheibe herum auf die rechte Seite, so nimmt 
das Potential dabei ununterbrochen zu. Der zugehörige Raumwinkel (bei 
Berücksichtigung seines Vorzeichens) wächst um 4r. In der Dipol- 
fläche selbst ist Q = +2r. Das Potential besitzt nach (4) daher rechts 
und links der Ebene die Werte 


P rechts 
Ps, Ike u 


In der Dipolfläche springt das Potential also um P/e,. 


62 2 Elektromagnetische Felder im Vakuum [226] 


226 Eng begrenzte Ladungsverteilung 


Gegeben ist eine Ladungsverteilung o(r’), die sich in der Nähe des Ko- 
ordinatenursprungs v’= 0 befindet. Das zugehörige Potential ist nach 


(221.8) 
dr’ o(t) 


Are |t—V| 


UW)= () 
und soll für große Abstände r durch eine Potenzentwicklung nach 1/r dar- 
gestellt werden. Die Situation ist in Abb. 226.1 veranschaulicht. Der 
Nenner des Integranden von (1) muß zu diesem Zweck unter der Voraus- 
setzung r>r’ entwickelt werden und liefert in nullter und erster Ordnung 


1 1 u ( . = +). (2) 


r-r| Vr?— 2rr’ cosd + r’: u 
Bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung wird 


U (t) % Qı ‚ (3) 


4rEgr 4regrt? 


Die hierbei eingeführten Größen Q, und Q, bedeuten, wie aus dem Ver- 
gleich mit (1) und (2) hervorgeht, 


= far ew)=Q 


(4) 
Q=[are)r cosd — [dr o(W)re =pe. 


Q, ist hier also die Komponente des Vektors p in Richtung e = r/r des Auf- 
punkts r. p wird als Dipolmoment dieser Ladungsverteilung bezeichnet und 
wurde in [224] schon untersucht. 
In sehr großem Abstand r von 
der Ladungsverteilung erhält 
man ein Potential, das genauso 
aussieht, als ob die gesamte La- 
dung Q, im Kcordinatenursprung 
Abb. 226.1. Zur Berechnung des Potentials vereinigt wäre. Bei kleinerem 
einer eng begrenzten Ladungsverteilung Abstand macht sich neben der 
Ladung Q, das Dipolmoment p 
bemerkbar. Rückt man mit dem Beobachtungspunkt r noch dichter an 
die Ladung heran, so müssen auch die höheren, in der Entwicklung (2) 
vernachlässigten Glieder berücksichtigt werden. 


Daher wird im weiteren die vollständige Potenzentwicklung (2) betrachtet. 
Der Kosinus des Winkels zwischen dem Ladungsort r’ und dem Beobach- 
tungsort x wird abkürzend mit 


cosd = cos(r’,r)—=L (5) 
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bezeichnet. Dann entsteht für die Entwicklung (2) eine Reihe 


SEHE IRESER 15 ee . ’ y 
Vrerregre öl „Pd Br. (6) 


mit Koeffizienten P,(£), die nur noch von £, nicht aber von r oder »” ab- 
hängen. 


Diese Koeffizienten werden als Lesenpresche Polynome bezeichnet und 
hängen eng mit den Kugelfunktionen zusammen. Die direkte Durchführung 
der Entwicklung (6) im Sinne von (2) 


9 liefert für die ersten dieser Polynome 
P,=1 P= 
32—1 (7) 
Pe. 


Sie sind in Abbildung 226.2 dargestellt. 
Weiter erkennt man, daß die P, Poly- 
nome sind, deren höchste Potenz 1 ist. 
Ersetzt man in (6) r’ und & durch —r’ 
und —£, so ändert sich die linke Seite 
nicht. Es muß daher auch die rechte 
Seite ungeändert bleiben und folglich 


Abb. 226.2. Die ersten P/(_AN_I_N) 
LEGENDRESchen Polynome PEI=CN PO (8) 


gelten. Die P, sind symmetrisch oder 
antisymmetrisch, je nachdem ob ! gerade oder ungerade ist. Die Polynome 
enthalten daher entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von £. 


Im Falle = +1 läßt sich die Entwicklung (6) sofort angeben. Sie ver- 
einfacht sich zu 
1 1 1 r’\l 
(+8). (9) 


Vr®-+ r2F2rr’ rFr 1 


Der Vergleich mit (6) zeigt, daß alle P, die Eigenschaften 
P4+)=(4l! (10) 


besitzen müssen. Die weitere Untersuchung der LEGENDREschen Polynome 
P, ergibt, wie hier ohne Beweis angegeben werden soll, daß sie sich 
durch 


Pin (AT (1) 


darstellen lassen. P, ist vom /!-ten Grade und besitzt Z Nullstellen. Zur 
Veranschaulichung ist die Polardarstellung oft nützlich. Abb. 226.3 
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zeigt einige dieser Funktionen im Polardiagramm. Dort ist zu jedem 
Winkel # der zugehörige Funktionswert P,(cos®) als Abstand vom Zentrum 
eingetragen. 


D88% 


A lcosa) Ps (cos 4) P, (cos #) Ps (cos) Pslcos #) 


Abb. 226.3. Darstellung LEGENnDREscher Polynome im Polardiagramm 


Für Integrale solcher Funktionen gilt die Beziehung 
2 
[atPOPrrO= gr. Ör. (12) 


wobei zur Abkürzung das sogenannte KRONECKERsche d-Symbol 


+ 


benutzt wurde. Je nachdem, ob / und 7’ in (12) gleich oder verschieden 
sind, liefert dieses Integral 2/(272+1) oder Null. 


Schließlich sei noch eine letzte Eigenschaft der P, 

p #' ohne Beweis angegeben: a sei eine neben den Richtun- 

gen r und r’ beliebig gewählte Achse. Dann läßt sich 

& & nach dem Kosinussatz der sphärischen Trigonome- 
trie durch 


Abb. 226.4. Zur Er- =En+V1—-PY1—r?cosp (14) 


ee darstellen. £, &, n und @ sind in Abb. 226.4 erklärt. 
Einheitskugel ein Der Mittelwert von £ über alle Winkel @ bei konstant 
sphärisches Dreieck gehaltenen Größen & und n ist 

fest. p istinihm der 
Winkel bei a. £, & 


und 7 sind die Ko- Für das entsprechende LEGENDREsche Polynom 
sinus der Dreiecks- 


seiten Pı(&) =Pı(Een+ VI —& Yı— rn? cosp) (16) 


zeigt die Theorie der Kugelfunktionen, daß bei Mittelwertbildung von 
(16) über alle Winkel die Gleichung 


du =|5 für (13) 


u 


d=£n wegen cosp9=(0. (15) 


erg 
Pı(&) =Pi(&) Pin) (17) 
gilt. Für 7 = 0 ist (17) trivial, für / = 1 ist (17) bereits durch (15) bewiesen. 
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Die soeben untersuchten LEGENDREschen Polynome werden jetzt zur 
Auswertung des Potentials (1) verwendet. Dabei wird das Potential U (r) 
einfachheitshalber nur an Orten r betrachtet, die sich bereits außerhalb der 
Ladungsverteilung befinden. Beim Einsetzen der Entwicklung (6) in (1) 
und (2) entsteht zunächst 

U) 


2 I 
4TEgT nr 


Q=farrtew)Pi@). (18) 


Die Koeffizienten Q, enthalten die elektrischen ‚Momente‘ der Ladungs- 
verteilung. In (18) ist zu beachten, daß die Koeffizienten Q,, wie bereits 
Q, in (4), noch von der Richtung des Beobachtungspunktes ı abhängen. 


Abb. 226.5. Rotations- Abb. 226.6. Volumenelement dr in 
symmetrische Ladungs- Kugelkoordinaten. Die Kanten haben 
verteilung die Länge dr, rd® und rsindde 


Ist die Ladungsverteilung rotationssymmetrisch, so besitzt sie eine Sym- 
metrieachse, wie das in Abb. 226.5 angedeutet ist, und hängt nicht von dem 
zugehörigen Azimut p ab. (18) läßtsich dann weiter auswerten. Die Volumen- 
integration wird in Kugelkoordinaten mit dem Einheitsvektor a als Symme- 
trieachse durchgeführt. Das Volumenelement ist dann wegen 


+1 j u3 
[ ae = [dtcosd) = [sind dd (19) 
-1 ö 
und nach Abb. 226.6: 
dr=rsinddrdddyg=rdrd&dg=r’drdQ (20) 


(bei Fortlassung der Striche). Voraussetzungsgemäß hängt nicht mehr 
o(v’), sondern nur noch P,= P,[£ (p)] von p ab. Aus diesem Grunde kann 
P,(£) durch seinen Mittelwert (17) ersetzt werden. Hier ist darauf zu achten, 
daß 7 = ea nicht mehr von den Integrationsvariablen abhängt. Die Aus- 
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wertung der Q, von (18) ergibt also für eine um die Achse rotationssym- 
metrisch angeordnete Ladungsverteilung 


9 Q=Pı(ea) [Ar er" Pı(e’a). (21) 
An die Stelle von (18) tritt 


\ De 1 4 4 

> Ur= Arcor 2 a Pılea) (22) 
(v q = [dr or" Pılea). 

6 I. U 


Abb. 226.7. Die Koeffizienten g, hängen jetzt nicht mehr von r ab, 

Punktladung sondern sind reine Eigenschaften der Ladungsverteilung. 

ne Be 9, ist die Ladung, q, das Dipolmoment, g, das Quadrupol- 

eprunt moment. Allgemein werden die q, als Multipolmomente 
bezeichnet. 


Eine besonders einfache Anwendung ist das in Abb. 226.7 dargestellte 
Beispiel, in dem sich eine Punktladung am Orte r,=r,a in Richtung a 
außerhalb des Koordinatenursprungs befindet. Das zugehörige Potential 
ist unter Verwendung von (6) mit r, statt r” einfach 


Q _.0Q To\t 

gen = ar 3 (2) Pileo). (23) 

Die zur Punktladung Q außerhalb des Ursprungs gehörenden Multipol- 
momente sind also 

= Qro- (24) 


Übungsaufgaben 


22.1. Man gebe für die Ladungsdichte eines gleichmäßig geladenen dünnen Stabes 
der Länge a einen geschlossenen Ausdruck an. Mit ihm berechne man das Po- 
tential. In welche Ausdrücke geht es für große und kleine Abstände über? 


22.2. An den Orten r=+e,a/2 befinden sich die Ladungen F*g. Man diskutiere 
qualitativ, welche Extremaleigenschaften € bei =: 0 besitzt. 


233  Kraftwirkungen und Energie 


Zusammenfassung: Zum Einbringen einer Ladung g in ein elektrisches Feld € 
ist die mechanische Arbeit #=qU erforderlich. Dabei ist U das durch U(«) =0 
normierte Potential des Feldes €. Die elektrostatische Wechselwirkungsenergie einer 
Ladungswolke wird als die Arbeit berechnet, die erforderlich ist, um nacheinander 
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alle Bestandteile der Ladungswolke einzeln aus dem Unendlichen an ihren Platz zu 
bringen. Für diese elektrostatische Energie werden die drei allgemeinen Ausdrücke 


= | 1 ddr’ oe 

B=[dr 2 5 ferev 2 S Araoli—v] 
gefunden. Ein starrer Dipol im äußeren Feld besitzt die Wechselwirkungsenergie 
E=—pE. Ein homogenes elektrisches Feld übt aufihn keine Kraft aus, wohl aber ein 


Drehmoment De p x €. Ein im Feld & erst induziertes Dipolmoment p - E dagegen 
besitzt die Wechselwirkungsenergie E = —pE/2. 


231 Ladungen im elektrischen Feld 


Es wird ein elektrisches Feld € (r) als gegeben vorausgesetzt. Die Ladungen 
e(t), die dieses Feld hervorrufen, werden hier nicht näher betrachtet. Im 
Feld befindet sich eine Probeladung, auf die nach (123.2) die Kraft 


R=gE (a) 


ausgeübt wird. Um die Ladung von einem unendlich fernen (feldfreien) 
Punkt an den Ort r zu bringen, ist die Arbeit 


N) =— far at)=—g [Ar Er) (2) 


erforderlich. Diese Arbeit wird hier als potentielle Energie V bezeichnet, 
da sie wegen der Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes (214.2 bzw. 5) vom 
Wege unabhängig und deshalb beim Wiederherausnehmen der Ladung aus 
dem Feld reproduzierbar ist. Unter Berücksichtigung der Definition (221.2) 
des Potentials 


U)=U(@)— farr&r) (3) 


und mit dem speziellen Potentialwert U(oo) = 0 wird daher 
ro=gUl). (4) 


Die potentielle Energie V einer aus dem Unendlichen an den Ort r gebrach- 
ten Ladung g ist gleich dem Produkt aus Ladung. g und dem Potential- 
wert U(t) am Ortr. Da kinetische Energien hier nicht betrachtet werden, 
die Ladung also stets nur sehr langsam verschoben wird, ist V in (4) die 
Energie schlechthin. Sie wird im folgenden als elektrostatische Energie E 
bezeichnet. 


Beim Einbringen mehrerer Ladungen g, (untereinander starr verbunden) 
in eine durch U(r) beschriebene Feldverteilung muß als Gesamtarbeit 


E=NE=34U (t) (8) 


6 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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aufgewandt werden. E ist hierbei die elektrostatische Wechselwirkungs- 
energie zwischen den Ladungen q; bei r=t, einerseits und dem vor- 
gegebenen Potential U(r) andererseits. Nicht berücksichtigt ist in diesem 
Ausdruck die Wechselwirkungsenergie der Ladungen g; untereinander. 


Als nächstes wird eine Ladungswolke o,(t) betrachtet, bei der sich in 
jedem Volumenelement dr bei r die Ladung dr o,(r) befindet. Die Wechsel- 
wirkung dieser Ladungswolke mit dem vorgegebenen Potential U (rt) ist 


dann 
E=[drg(d)Ul). (6) 


Dabei muß ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß im Potential U (r) 
der Beitrag der Ladungswolke o; (rt) selbst nicht berücksichtigt ist. U ist also 
in (6) nach wie vor lediglich das durch eine andere Ladungsverteilung o, her- 


vorgerufene Potential 
= dr’ o;(r) 
"JAre|ı—r| 


U (tr) (7) 


Beim Einsetzen von (7) in (6) entsteht 
ddr’ o,(t) o;(r) 

5-[f al ei (8) 
für die Wechselwirkung zweier Ladungswolken o, und g,. E in (8) beschreibt 
also diejenige Arbeit, welche erforderlich ist, um die Ladungswolken 1 
und 2 ohne innere Formänderung aus dem Unendlichen herbeizuholen und 
an ihre endgültigen, durch o,(t) und o,(t’) beschriebenen Plätze zu 
bringen. Innere Formänderungen der Ladungswolken müssen deshalb ver- 
boten sein, weil sie wiederum Arbeit benötigen, die mit der im nächsten 
Abschnitt untersuchten inneren Wechselwirkung der Ladungsbestandteile 
einer Wolke aufeinander zusammenhängen. Gleichung (8) enthält also 


lediglich die gegenseitige Wechselwirkung von zwei Ladungswolken po, 
und 9,. 


Die Wechselwirkung zweier Punktladungen, die sich an den Orten t, 
und rt, befinden, ist in (8) enthalten. Die zugehörigen Ladungswolken sind 
unter Verwendung der ö-Funktionen einfach durch 


9) = Qödlr —rı) %() = Alt’ —r,) (9) 


dargestellt. Die Integrationen lassen sich analog zu (221.9) direkt durch- 
führen und liefern in Übereinstimmung mit (4) und (221.5) 


rel] 


für die Wechselwirkungsenergie zweier Punktladungen. 
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232 Wechselwirkung zwischen Ladungen 


In diesem Abschnitt soll die innere Wechselwirkungsenergie einer 
Ladungswolke berechnet werden. Zu diesem Zweck wird folgende Über- 
legung durchgeführt: Man, denkt sich die Ladungswolke aus einzelnen 
Punktladungen Q,, @,, . .. bestehend, die alle nacheinander an ihre Orte 
tı; Tg; -. . gebracht werden. Die hierzu erforderlichen Arbeiten werden 
einzeln berechnet und aufsummiert. Die Summe schließlich wird als die 
elektrostatische Energie der Ladungswolke bezeichnet und ist wegen der 
Wirbelfreiheit der elektrischen Kräfte reproduzierbar, steht also beim Abbau 
der Ladungswolke wieder zur Verfügung, wenn die Einzelbestandteile 
auseinander- und ins Unendliche zurückgebracht werden. 


Als erstes wird die Ladung Q, an ihren Ort rt, gebracht. Die hierzu er- 
forderliehe Arbeit ist 
E,=0, (1) 


weil noch kein Feld vorhanden ist. Die Ladung Q, kann daher kräftefrei 
bewegt werden. Nun wird die zweite Ladung Q, an ihren Ort r, gebracht. 
Die zugehörige Arbeit ist in Übereinstimmung mit (231.4) 
= er ei nn ö 

B=Q0; N rneer ’ (2) 
denn diese Ladung Q, befindet sich unter dem Einfluß des von Q, hervor- 
gerufenen Potentials U,. Die zum Einbringen der Ladung Q, erforderliche 
Arbeit ist 


E,=Q;U; U; Qı + 9: _. (3) 


Anett]  Areo|ts—tz| 


U, ist das Potential, das durch die Ladungen Q, und Q, am Orte r, erzeugt 
wird. 


Allgemein ist also die zum Einbringen der Ladung @; erforderliche Arbeit 


i-1 

Q; 
E,=Q;U,; U, J ; 4 
: gar i A 4reo|u—t;| 4) 


U, ist das Potential am Ort r;, das durch die schon vorhandenen Ladungen 
Q,:--Q;-ı hervorgerufen wird. 


Die Gesamtenergie schließlich erhält man durch Summation aller dieser 
Einzelenergien (4): 


i-1 
E-Iu-2n-28 er ) 
ü i ij- ’ 


7 


Die Doppelsumme läuft über alle « und j unter der Bedingung j<i. Da 
die einzelnen Koeffizienten hinsichtlich i und j symmetrisch aufgebaut 
sind, läßt sich statt dessen die Summation auch über alle ? und j außer 


6* 
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über die Glieder : = j ausführen. Dann tritt jeder Term in (5) doppelt auf, 
was in 


er 9; 


2, roll 


durch den Faktor 1/2 ausgeglichen wird. (6) stellt die elektrostatische 
Wechselwirkung einer Schar von Punktladungen Q,, Q3,, ... dar. 


Beim Übergang zur kontinuierlichen Ladungsverteilung werden die in 
den verschiedenen Volumenelementen dr befindlichen Ladungen 


Q=odr Q,;=o/dr "= el) (7) 


als Punktladungen in (6) eingeführt, und die Summation geht in eine 
Integration über. Es entsteht 


1 ddr’ oo’ 

= Me | (8) 
für die elektrostatische Energie der Selbstwechselwirkung einer Ladungs- 
wolke. Dies also ist die zum Aufbau einer Ladungswolke erforderliche 
Arbeit, wenn man alle Ladungsbestandteile der Wolke aus dem Unendlichen 
herbeiführen und an ihren Platz bringen muß. Genaugenommen müssen 
in dem Doppelintegral alle Beiträge mit dr = dr’ ausgelassen werden, 
da (6) die Bedingung i=j enthält. Diese Beiträge zusammengenommen 
verschwinden aber in der Grenze dt — 0 und können daher in (8) unberück- 
sichtigt bleiben. 


Setzt man für die Ladungsdichte o in der Wechselwirkungsenergie (8) 
eine Verteilung von Punktladungen Q; an Orten rt; ein, also 


e=da = — 1): (9) 


so entsteht nach Integration über o(t) bzw. die zugehörigen ö-Funktionen 
wieder der Ausdruck (6) für einzelne Punktladungen. Zusätzlich aller- 
dings treten noch die in (6) fortgelassenen Terme i = j auf. Sie liefern bei 
Verwendung von (8) und (9) 


f* av’odoawW) _ % —=@. (10) 


4reot—v| Aroly—t] 


Dieser Ausdruck enthält die Arbeit, welche nötig ist, um die Ladung @; 
am Ort r; punktförmig zu konzentrieren. Sie ist bei Verwendung von 
ö-Funktionen offenbar unendlich (genauer gesagt: sie hängt von der charak- 
teristischen Ausdehnung & der Funktion 6 = ö, ab). In Wirklichkeit gibt es 
natürlich keine streng punktförmigen Ladungen, so daß die Selbstenergie 
in (10) auch nicht unendlich wird. Handelt es sich bei der vorgelegten 
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Fragestellung — wie in (9) — um die Arbeit, welche erforderlich ist, um 
gegebene Punktladungen Q,; an gegebene Orte r, zu bringen, so müssen — 
wie in (6) — die Glieder (10) fortgelassen werden, da sie sich bei einer Ver- 
schiebung der Punktladungen ja nicht ändern, sondern vielmehr nur, wenn 
die Punktladungen @; hinsichtlich ihrer inneren Struktur verändert werden. 


Das von der Wolke o(t) hervorgerufene Potential U hängt mit o über 
die Gleichungen 


—9AU=o u 


r&|t—r| 


al) 


zusammen. Unter Verwendung der zweiten Gleichung von (11) entsteht 
für die Wechselwirkungsenergie (8) die Darstellung 


l 


Bei Verwendung der ersten Gleichung in (11) läßt sich Z durch das Potential 
U allein darstellen. Es entsteht zunächst 


E=-— 2 [ar vAv. (13) 
Nach der Produktregel der Differentiation gilt die Gleichung 
0 U U \? 
5 (V 3) = (Gr) +VAv. (14) 


Sie überführt (13) in 


| 


€ oU ol OU\® € oU\: 
-- 2 fharu + »lar( N) - ja: (Z) 
Der erste Term läßt sich unter Verwendung des GAUssschen Satzes (135.8) 
in ein Oberflächenintegral umwandeln, das in diesem Falle, in dem die 
Volumenintegration den gesamten unendlichen Raum umfaßt, über die 
unendlich ferne Grenzfläche läuft. Wir denken uns diese Fläche als eine 
Kugel mit dem sehr großen Radius R. Ihre Oberfläche ist dann 4. R?. 
Das Potential U ist nach [226] U —1/R, und der Betrag des Gradienten 
ist proportional zu 1/R?. In der Grenze R—-oo verschwindet daher dieses 
Öberflächenintegral. Es bleibt nur der zweite Term von (15) übrig, der 
unter Einführung der zugehörigen Feldstärke & die Form 


E=5 [drsß® (16) 


E in (16) stellt also ebenfalls die elektrostatische Wechselwirkungsenergie 
einer Ladungswolke dar, hervorgerufen durch das elektrische Feld €. 


(15) 


erhält. 
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Der Integrand e,C?/2 wird als die Energiedichte n des elektrostatischen 
Feldes im Vakuum bezeichnet. n„=n(t) beschreibt die lokale Verteilung 
der Energie und ist positiv definit. Es muß also in jedem Falle zum Auf- 
bau einer Ladungswolke Arbeit aufgewandt werden, auch wenn diese Wolke 
entgegengesetzte Ladungen enthält, die eine Anziehungskraft aufeinander 
ausüben. Offenbar ist die Arbeit, die erforderlich ist, um die einzelnen 
positiven Bestandteile für sich und die einzelnen negativen Bestandteile 
für sich zusammenzubringen, immer noch größer als der Gewinn von 
Arbeit auf Grund der Tatsache, daß die entgegengesetzten Bestandteile 
sich untereinander anziehen. Gleichung (16) ist die wichtigste Darstellung 
für die Energie eines elektrostatischen Feldes €, dergegenüber die Dar- 
stellungen (8) und (12) mehr als Spezialfälle angesehen werden. 


233 Dipol im äußeren Feld 


Als Wechselwirkungsenergie Z des in [223] untersuchten Dipols im elek- 
trischen Feld € wird diejenige Arbeit E berechnet, die erforderlich ist, um 
den Dipol aus dem feldfreien Raum in das Feld hineinzubringen. Der 
Dipol selbst besteht aus zwei Ladungen Q@ und —Q im Abstand Ja]. Sein 
Dipolmoment ist p = Qa. Er stellt den einfachsten starren Körper, be- 
stehend aus zwei geladenen Massenpunkten, dar. 

Ganz allgemein erhalten wir die Wechselwirkungsenergie einer Dipol- 
verteilung im Feld & durch Betrachtung seiner Ladungsverteilung (224.8) 


() 
= B=pölc—3), a) 
für deren Wechselwirkung mit einem äußeren Feld nach (231.6) gilt: 
(0) oU 
E=[drop U = fa r U-[är$ ss (2) 


U ist das Potential von €. Der letzte Ausdruck entsteht durch partielle 
Integration im Sinne von (232.15). Damit wird endgültig 


E=— [dr BE — — HE | (3) 


Der erste Ausdruck gilt für beliebige Dipoldichten ®, der letzte für den in (1) 
beschriebenen einzelnen Dipol am Ort &. 

Hier muß ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß € in (3) genauso 
wie U in (2) das durch ® selbst hervorgerufene Feld nicht enthält. Sollte € 
bzw. U das von ® erzeugte Feld darstellen, so wäre entsprechend (232.12) 
in (2) und (3) ein Faktor 1/2 hinzuzufügen. E in (3) bedeutet die erforder- 
liche Arbeit um den (starren) Dipol p (bzw. die in sich unveränderliche 
Dipolverteilung ®) ins Feld € zu bringen. Die zum Aufbau der Dipole aus 
einzelnen Ladungen erforderliche (meist negative) Arbeit, hervorgerufen 
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durch deren gegenseitige Wechselwirkung, ist also in (2) und (3) nicht ent- 
halten. Diese Selbstwechselwirkungsenergie wird nach wie vor durch 


(232.8 oder 16) beschrieben als 
dr dr’op op 
#5]; 4reg|t— tr 4 


Jetzt wird berechnet, welche Kraftwirkung und welches Drehmoment 
ein äußeres elektrisches Feld E(t) auf einen Dipol p ausübt. In Abb. 233.1 
wird ein durch positive und negative Flächenladungen hervorgerufenes 


mit op aus (l). 


1 
v 


Abb. 233.1. Dipol im homogenen Feld Abb. 233.2. Darstellung der infinitesi- 
malen Drehung (6) eines Vektors um d$® 


homogenes elektrisches Feld & betrachtet. Befindet sich der Dipol p in 
einem solchen Feld, so hängt seine Wechselwirkungsenergie mit dem Feld € 
nicht vom Ort ab. Der Dipol kann daher kräftefrei parallel verschoben 
werden. Im inhomogenen Feld, wo E&(r) sich mit r ändert, finden da- 
gegen Kraftwirkungen auf den Dipol statt, die man am einfachsten 
erhält, indem man den Gradienten von E aus (3) bildet. 

Bei Drehungen des Dipols p ändert sich seine Wechselwirkungsenergie E. 
Sie besitzt ein Minimum, wenn p und € parallel gerichtet sind. Man muß 
hier darauf achten, daß der Vektor p die Richtung von der negativen zur 
positiven Dipolladung besitzt, das elektrische Feld dagegen von den 
positiven Quelladungen zu den negativen Quelladungen gerichtet ist. Sind 
beide Vektoren parallel, so ist die positive Dipolladung den negativen 
Quelladungen und die negative Dipolladung den positiven Quelladungen 
am nächsten, also ist die Energie (3) am kleinsten. Es ist daher anschaulich 
verständlich, däß diese Richtung von p stabil ist. 


Zur Berechnung des Drehmomentes werden zunächst infinitesimale 
Drehungen betrachtet. Eine infinitesimale Drehung des Vektors r kann 
durch einen Vektor d@ beschrieben werden, dessen Betrag den Drehwinkel 
und dessen. Richtung die Drehachse angibt, wie das in Abb. 233.2 dar- 
gestellt wird. Die bei dieser Drehung d$ bewirkte Änderung von t ist, 
wie die Abbildung zeigt, ihrem Betrage nach 


di =rsinddp 


© 
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und steht ihrer Richtung nach senkrecht auf dö und t. Die Änderung 


von r wird daher durch e 
dı=döxr (6) 


beschrieben. 
Bei einer Drehung d& des Dipols ändert sich dessen Dipolmoment um 


dy=döxp, (7) 


da sich bekanntlich jeder Vektor, so auch p, bei Drehungen genauso ändert 
wie ein Ortsvektor r. Die zugehörige Änderung der Wechselwirkungs- 
energie (3) ist 

dE=—(dExp)i=—dölpx ©). (8) 


Aus der Mechanik (T 514) ist die Beziehung dE = — Dag bekannt, und 
der Vergleich mit (8) zeigt, daß das elektrische Feld € auf den Dipol p 


offenbar das Drehmoment 
[d=rxe] (9) 


ausübt. Sind p und € gleich oder entgegengesetzt gerichtet, so entsteht 
kein Drehmoment. Im Falle p | € besitzt es ein Maximum. Über dieses 
Drehmoment kann die Feldstärke & analog zum magnetischen Fall [243] 
bestimmt werden. 


234 Energie eines induzierten Dipols 


Oftmals sind Dipolmomente p und Dipolverteilungen ® nicht starr vor- 
gegeben, sondern hängen von der angelegten Feldstärke € ab: 


p=p(C) P= PO. 1) 


Sie sind im allgemeinen mit ihr gleichgerichtet. Die Energie der Dipole 
(1) im Fed E&=—gradU ist dann nicht mehr durch (233.3) gegeben. 
Sie wird durch eine allgemeinere Überlegung bestimmt. 

Wir betrachten irgendeine Ladungsverteilung o, die durch innere elek- 
trische und nichtelektrische Kräfte beeinflußt wird und bei der sich diese 
Kräfte im statischen Gleichgewicht befinden. Ein Spezialfall hiervon ist op 
von (233.1) für die induzierten Dipole (1). Die potentielle Energie dieser 
inneren Kräfte sei E,[o]. Im Potential U(t) eines äußeren Feldes € tritt 
noch die Wechselwirkungsenergie (231.6) bzw. (233.2) hinzu. Dann ist 


E= [droU + E;[e] (2) 
die Gesamtenergie der Ladungsverteilung o(t). Letztere befindet sich im 


statischen Gleichgewicht, in dem bekanntlich [T514]Z ein Minimum 
gegenüber kleineren Veränderungen öp besitzt: 


öE= [dröeU +öB;[e]=0. (3) 
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Ändert sich die Potentialverteilung ein wenig entsprechend U> U’= 
U-+6U, so ändert sich auch o und damit E: 


öB= [dr{eöU +50eU]+ Eile]. (4) 


Erfolgt die Änderung langsam (quasistatisch), so befindet sich das System 
dauernd im Gleichgewicht und erfüllt (3). (Bei rascher Änderung U da- 
gegen würde durch die Ladungsbewegung kinetische Energie entstehen. 
(3) wäre nicht mehr erfüllt. Es entstünden Schwingungen von o um die 
Gleichgewichtslage.) Mit (3) vereinfacht sich (4) zu 


| öE = [AroöU. | (5) 


Diese Gleichung gilt für Gleichgewichtsverteilungen o, die sich mit dem 
äußeren Potential U verändern können. Bei starrer Verteilung wird o von 
U unabhängig, und die Integration von (5) liefert wie früher (2) mit 
E;[e] = 0 oder konst. 

Beim Einsetzen von op aus (233.1) und (1) in (5) wird 


dB = [drop 8U = [ar G- (U -D) - [a8 (3-57) 


A (6) 
- [dr B(E - = — [dr Köß. 


Die erforderliche Arbeit, eine induzierte Dipolverteilung ins äußere Feld & 
zu bringen, ist also 


VE eu ea 
E=[drn 1 /sioae-- act es. | (7) 
| ö ö 


n ist die zugehörige Energiedichte. Der letzte Ausdruck entsteht durch 
partielle Integration. Seine beiden Terme entsprechen denen von (2). Ist, 
wie in vielen Fällen, BE, so folgt 


n=— PE, wenn PO) = 49€ (8) 


gilt. In (7) ist natürlich auch die Wechselwirkung starrer Dipole ent- 
halten. Dabei wird wie früher „= — BE. 

Die Gleichungen (7) und (8) behalten ihre Bedeutung auch bei par- 
elektrischen Substanzen (und sinngemäß auch bei paramagnetischen Sub- 
stanzen) obwohl es sich hierbei um starre Dipole handelt, die sich am 
äußeren Feld mehr oder weniger orientieren (siehe [333]). Lediglich müssen 
bei der Ableitung die statische Gleichgewichtsbedingung (3) durch die 
thermodynamische und die Energie E durch die freie Energie F ersetzt 
werden. Über Einzelheiten siehe [8 253]. 
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Die Ergebnisse (7) und (8) lauten für einen einzelnen Dipol p (CE) 
€ € 
E=—[p(GdE=— pE+[Edp(G) 
0 0 


< 1 1 
p-6&: E=-—-Z—p6=—pE+zpE 


(9) 


und sollen jetzt anschaulich interpretiert werden. Der Dipol bestehe ent- 
sprechend Abb. 234 aus zwei Ladungen +g im (veränderlichen) Abstand a. 
Sie werden durch rücktreibende 


9 ü :ö Kräfte +$};(a) zusammengehal- 

a u Sr a u Nas ten, die elektrischen, aber auch 
m. mechanischen oder sonstigen Ur- 

Abb. 234 sprungs sein können. Im elek- 


trischen Feld besitzt & die Ten- 
denz, den Dipol ‚auseinanderzuziehen‘‘, während die + $, ihn zusammen- 
ziehen. Im Gleichgewicht wird die Bedingung 


Kla) +gE = 0 10) 


erfüllt. Sie liefert den Gleichgewichtsabstand a der Ladungen und damit 
den Zusammenhang (1) zwischen Dipolmoment p=ga und Feldstärke ©. 
Ist zum Beispiel $; die rücktreibende Kraft eines harmonischen Oszillators, 
so folgt 


2 
Kl) = —aa p=ga= €. ua) 
p und € sind wie in (9) proportional. 


Nunmehr soll die Energie (7) bestimmt werden, die erforderlich ist, um 
den Dipol (11) aus dem feldfreien Raum an einen Ort mit Feldstärke € zu 
bringen. Man kann sich diesen Transport in zwei Schritten durchgeführt 
denken: Zuerst wird der Dipol im feldfreien Raum auf den zum Endpunkt 
mit dem Feld & gehörigen Wert a ‚gespannt‘. Dazu ist die Arbeit 


€ 
Bi= —[ Rita) da = [g€ ön = [ EOR(E) = 


erforderlich. Dann wird er im gespannten Zustand als starrer Dipol ins 
Feld gebracht. Hierzu wird nach (233.3) die Energie —p € benötigt. Insge- 
samt entsteht also genau (9), wie zu erwarten war. Diese Überlegungen 
zeigen, daß der letzte Term mit Eö% in den Gleichungen (7) und (9) 
die innere Energie der Dipole enthält und daher möglicherweise nicht- 
elektrischen Ursprungs ist. Beim Einbringen von Dipolen in ein elek- 
trisches Feld € wird also einerseits die Arbeit —p& gewonnen, anderer- 
seits aber muß die Arbeit pG&/2 aufgebracht werden, um unterwegs den 
Dipol zu spannen. 
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Übungsaufgaben 
23.1. Welche Arbeit ist nötig, um eine Ladungsmenge Q gleichmäßig a) auf einer 
Kugeloberfläche b) in einer Kugel zu verteilen? 


23.2. Berechne die Selbstenergie einer Punktladung Q, wenn man für die Ladungs- 
verteilung die folgenden ö-Funktionen ansetzt: a) ö(t)=6/re? für r<e/2 
und ö(t)=0 für r>e/2. b) Öft) = (Bre?)"!exp(—r/e). c) ö(t)= (eV2r)-® 
exp[— (r/)2/2]. 


24  Magnetische Felder 


Zusammenfassung: Die Erscheinungen der Magnetostatik sind denen der Elektro- 
statik analog, so daß die magnetostatische Feldtheorie nicht neu entwickelt zu werden 
braucht. Sie kann durch Übertragen des Begriffssystems der Elektrostatik einfach 
gewonnen werden. Es gibt allerdings keine einzelnen magnetischen Ladungen, sondern 
nur magnetische Dipole m oder Dipolverteilungen W. Im Innern eines Stabmagneten 
kompensieren sich die Dipolladungen gegenseitig, an den Enden dagegen bleiben 
Flächenladungen übrig, die als Quellen des magnetischen Feldes $(t) wirken. Über 
das magnetische Potential V erfolgt die Berechnung von & durch Gradientenbildung. 
Die Ausmessung von Magnetfeldern kann, da einzelne magnetische Ladungen nicht 
zur Verfügung stehen, nur über die gegenseitige Beeinflussung von Dipolen er- 
folgen. Über den Zahlenwert von u, wird durch 4, =4r.10-” Vs/Am im MKSA- 
System verfügt. 


241 Einführung magnetischer Felder 


Neben den elektrostatischen Kraftwirkungen sind in der Natur noch die 
magnetischen Kraftwirkungen bekannt. Die bekannteste Erscheinung be- 
steht darin, daß eine magnetisierte Stahlnadel sich bei freier Aufhängung 
in die Nord-Süd-Richtung dreht. Genauere Untersuchungen zeigen, daß 
die magnetischen Erscheinungen mit denen der Elektrostatik völlig über- 
einstimmen, daß sie lediglich bei anderen Substanzen und unter anderen 
Bedingungen auftreten. Man kann den Aufbau einer magnetostatischen 
Feldtheorie daher mit Erfolg in Anlehnung an die elektrostatische Feld- 
theorie durchführen. Alle dort entwickelten Begriffe und Gesetze behalten 
ihre Gültigkeit für die magnetischen Erscheinungen, mit denen sie zu- 
nächst in keiner Weise etwas zu tun haben und auch keinesfalls verwechselt 
werden dürfen. 

Die magnetischen Ladungen werden als Magnetpole, und statt mit plus 
und minus als Nord- und Südpole bezeichnet. Das nach Norden weisende 
Ende einer Magnetnadel wird als Nordpol (plus) definiert, entsprechend 
das andere Ende als negativer Magnetpol oder Südpol. Auch in der 
Magnetostatik wird beobachtet, daß sich gleichnamige Ladungen abstoßen 
und ungleichnamige anziehen. Die Erde ist also offenbar ein großer Magnet, 
dessen magnetischer Südpol in der Nähe des geographischen Nordpols liegt 
(und umgekehrt). 
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Ein bedeutender Unterschied zwischen den elektrostatischen und den 
magnetostatischen Erscheinungen besteht darin, daß magnetische Ladungen 
in der Natur nie einzeln auftreten, sondern stets paarweise. Es existieren 
keine einzelnen Magnetpole, sondern nur magnetische Dipole. Dieser Tat- 
bestand ändert die Theorie aber in keiner Weise. Lediglich die Aufgaben- 
stellung bei der praktischen Anwendung der Theorie ist eine andere. Hier 
treten an Stelle der beliebigen elektrostatischen Ladungsverteilungen o(t) 
magnetische Ladungsdichten o,„(t) auf, die nur aus Dipolen bestehen. 


Die wichtigsten Gleichungen der Elektrostatik sind 


ö 
rc 


wer a) 
reg y 


Analog zu diesen Gleichungen wird eine magnetische Theorie durch die 
Formeln 


z 0 ö 
K= amd Ho, — Im 5,x9-0 | 
(2) 
En oV = 2, dr'om 
ar —MÄV= Om Ver 


aufgebaut. Hier bedeutet die erste Gleichung in (2) die Kraftwirkung auf 
einen (einzeln nicht vorkommenden) Magnetpol q,„ im magnetostatischen 
Feld 9. Dieses Feld ist wirbelfrei, genau wie das entsprechende elektrische 
Feld, und seine Divergenz ist bis auf eine Dimensionskonstante u, gleich 
der Magnetpoldichte o,,(t). Wegen der Wirbelfreiheit kann das Feld durch 
ein magnetostatisches Potential V beschrieben werden, das der Potential- 
gleichung genügt und eine ähnliche allgemeine Lösung besitzt wie das 
entsprechende elektrostatische Potential U. 


Alle Folgerungen und Lösungen der elektrostatischen Theorie (1) lassen 
sich daher unmittelbar auf die Magnetostatik (2) übertragen. Als magnetische 
Ladungsdiehten kommen allerdings nur solche in Frage, die durch Dipole 
hervorgerufen werden. Entsprechend (224.7) beschreibt 


ml)=—-ım; Is u) mM qma (3) 


die Magnetpoldichte magnetischer Dipolen ın,, die sich an Orten r, be- 
finden. Das magnetische Dipolment m ist dabei wie das elektrostatische 
Dipolmoment p als Produkt aus magnetischer Ladung und Abstand a 
definiert. 
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Das Potential eines einzelnen magnetischen Dipols und die zugehörige 
Feldstärke sind entsprechend (223.4) und (223.11) 


__ mt FENDER | EURER 
— Urugr 9=- or Art 


;Beoem— m]. (4) 


Die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols m und das auf 
ihn ausgeübte Drehmoment im äußeren Feld 9 sind nach (233.3) und 
(233.9) sinngemäß 


E=—m$ D=mx®. (5) 


Für die magnetostatische Feldenergie entsteht analog zu (232.16) der 


Ausdruck 
E= f dr ku ge. (6) 


Die zu [22] analoge Grundaufgabe der Magnetostatik besteht darin, 
bei bekannter (diskreter oder kontinuierlicher) Dipolverteilung das magne- 
tische Potential V und das Magnetfeld 9 zu berechnen. Sind die Quellen 
nicht wie in (3) durch einzelne Dipole m, gegeben, sondern durch eine 
kontinuierliche Verteilungsfunktion, so führt man 


dm =Mdr (7) 


als das Gesamtdipolmoment eines Volumenelements dr ein. M bedeutet 
dann (wie ® in der Elektrostatik) die am Orte r vorhandene Dipoldichte, 
Magnetisierung genannt. Befinden sich bei r viele gleichgroße, mikrosko- 
pische, magnetische Momente ii, so ist M = Nm, mit N als der Zahl der 
vorhandenen Dipole pro Volumeneinheit. Die magnetische Ladungsvertei- 
lung ist dabei entsprechend (224.8) 


GER 
=, (8) 


und die zugehörige Feldgleichung (2) erhält die Form 
0) 
+ M=0. (9) 


Es muß allerdings darauf hingewiesen werden, daß diese Einführung der 
magnetischen Felder nur provisorischen Charakter besitzt, da die tat- 
sächlichen Quellen des Magnetfeldes nur unter recht begrenzten Gegeben- 
heiten durch Magnetpole dargestellt werden können. 


242 Feld eines Stabmagneten 


Als Anwendung der magnetostatischen Theorie soll das Magnetfeld 9 
eines gleichmäßig magnetisierten, zylinderförmigen Stabmagneten be- 
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stimmt werden. Dieses Feld ist nach (241.2) wirbelfrei. Es läßt sich daher 
durch ein Potential V beschreiben. Seine Stromlinien können nur durch 
die magnetischen Ladungen 9, hervorgerufen werden. Die Dipolverteilung 
des Stabmagneten M besitzt außerhalb des Magneten den Wert Null und 
im Magneten einen konstanten Wert in Richtung der Stabachse. Die zu- 
gehörigen magnetischen Ladungen (241.8) verschwinden daher sowohl 
innerhalb wie außerhalb des Magneten. Sie können lediglich am Rande 
konzentriert sein. Das ist nach Abb. 242.1 auch ohne weiteres verständlich, 
wenn man sich nämlich vorstellt, daß die Nord- und Südpole der einzelnen 
im Stab befindlichen Elementarmagnete sich kompensieren, so daß nur an 
den Enden magnetische Ladungen übrigbleiben. 


Zur Untersuchung der ma- 
gnetischen Randladungen des 
Stabes wird (241.8) über ein 
beliebiges Volumen integriert 
und liefert unter Verwendung 
des GAUSSschen Satzes 


Abb. 242.1. Stabmagnet aus mikroskopischen 
Dipolen aufgebaut Am Darm (1) 


für die im Inneren des von der Fläche umschlossenen Volumens vorhandene 
magnetische Gesamtladung. Zunächst wird die im Volumen I von Abb. 242.1 
vorhandene magnetische Ladung berechnet. Dieses Volumen schmiegt sich 
außen und innen eng an den Mantel des Zylinders an. Zum Flächenintegral 
(l) tragen daher praktisch nur die beiden Flächen parallel zum Mantel 
bei, deren Normalen aber senkrecht auf M stehen, so daß das Integral (1) 
verschwindet. Auf dem Mantel des zylinderförmigen Stabmagneten befin- 
den sich daher keine magnetischen Ladungen. 


Als nächstes wird das Volumen II von Abb. 242.1 betrachtet, das am 
rechten bzw. linken Ende des Magneten ein Flächenstück der Größe F 
umschließt. Die Oberflächenintegration (1) enthält wieder nur die Beiträge 
für die Flächen, die parallel zu dieser Fläche F liegen. Der äußere Beitrag 
verschwindet wegen W = 0, der innere liefert wegen der entgegengesetzten 
bzw. gleichen Richtungen von M und dj 


I rechten 
Qu =+.HF am en Ende. (2) 


/M ist der Betrag der Magnetisierung, die am rechten Ende des Stabes 
eine offenbar positive Flächenladung hervorruft und am linken Ende eine 
negative. 


Das Ergebnis (2) kann auch durch formale Rechnung direkt aus (241.8) 
erzielt werden. Legt man in Abb. 242.1 die x-Richtung nach rechts, und 
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befinden sich die Enden des Stabes bei x = -+a/2, so wird die Dipolver- 
teilung M durch 


2 : (3) 
außerhalb 


20-|% für -<e< 


gegeben. Die x-Abhängigkeit von W! kann unter Verwendung der in (131. 20) 
eingeführten 6-Funktion auch durch 


Mc) = e,M[O® + a/2) — He — a/2)] (4) 
beschrieben werden. Die zugehörige Ladungsdichte wird unter Verwendung 


von (241.8) 


dd 2 dd(z— a/2 
ee 


= MN T[ö(z— al2) — ö(& + a/2)]. 


(5) 


Sie besitzt also Singularitäten entgegengesetzten Vorzeichens bei = +aj/2. 
Da o„ die Ladung pro Volumen angibt, beschreibt / die Ladung pro 
Flächeneihheit an den Flächen x = +a/2. Natürlich ist in (3) bis (5) noch 
hinzuzufügen, daß diese Gleichungen nur innerhalb des Stabradius R 
gültig sind. 

Nachdem die magnetische Ladungsverteilung des Stabmagneten be- 
kannt ist, bereitet es keine Schwierigkeiten mehr, sich das zugehörige 
Stromlinienbild $(r) qualitativ vorzustellen. Es ist in Abb. 345c dargestellt. 
Die quantitative Berechnung erfolgt über das Potential V unter Verwen- 
dung von (241.9) 


v =[. a em f I ei, (6) 


Ko Be Arm|r—rv| Or 


Es liefert als zugehörige Feldstärke 
oV 0 dr 


d d%ı 9% Arie - 7 MO (x '—a/2) ) - 6x + a/2)] 
ME le - + y- year M 


- [@ + a2? + y-y)’+@- I". 


Sie geht für große Abstände |t| wieder in den Wert (241.4) der Feldstärke 
eines Einzeldipols über. 


Das gleiche Potential (6) erhält man auch auf anderem Wege: Zunächst 
wird (241.4), das Potential V eines einzelnen magnetischen Moments m 
am Koordinatenursprung, betrachtet. Ein magnetisches Moment (241.8) 
am Ort v’ liefert entsprechend das Potential 
dUEM’(t—r) 
Armlı-ve' 


dV= (8) 
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Die Integration erfolgt im Falle des Stabmagneten über das gesamte 
Volumen des Magneten. Durch partielle Integration entsteht hieraus (6). 


243 Messung magnetischer Felder 


Im MKSA-System wird über die vom Standpunkt der Theorie an 
sich beliebig wählbare Konstante u, willkürlich durch den Zahlenwert 


be „ Vs 


iu = tr 10° er (1) 


verfügt. Damit werden gleichzeitig die Dimension der 
® magnetischen Ladung und Feldstärke sowie der Magneti- 
sierung festgelegt. Ihre Maßeinheiten werden 


[qm] = Vs [9] = Am"! [M] = Vsm’?. (2) 


% m2 1Vs ist diejenige magnetische Ladung, die auf eine 
gleiche Ladung im Abstand von einem Meter die Kraft- 
Abb. 243. 2 ee R 

Zur Messung wirkung von (4r)"?-10° Newton ausübt. In dieser Form 
eines magneti- kann die magnetische Ladung allerdings nicht geeicht 
schen Momentes werden, einfach weil einzelne Ladungen nur genähert 
beobachtet werden, zum Beispiel an den Enden langer 
magnetisierter Stäbe (magnetisierte Stricknadel). Besser ist es daher, 

zur Messung von vornherein Dipolmomente zu benutzen. 


Zwei Dipole sind entsprechend Abb. 243 angeordnet. Der obere ist fest, 
und sein Magnetfeld besitzt nach (241.4) an den Orten r 1 m, die Werte 


un 
9 u Arion 3) 


Der zweite Dipol ın, ist beweglich angeordnet. Auf ihn wird nach (241.5) 
das Drehmoment 


nn __mxm 
D= Mm; x 9 Ka Arcupr? (4) 
ausgeübt, mit dem Betrag („=!m|) 
mymeg . 
= Irmrs sın®o. (5) 


o ist der Winkel zwischen »ı, und mg. D kann prinzipiell bestimmt werden 
durch Messung eines entgegenwirkenden Drehmomentes in der erzwungenen 
Lage g=nr/2. Es kann aber auch aus Schwingungsmessungen bestimmt 
werden, die der Dipol um seine Ruhelage = (0 ausführt. Dabei gilt 
[T611] 95 = — (in ma/4rcugr?)p für kleine Auslenkungen (9 ist das Träg- 
heitsmoment). Die Dimension eines Magnetpols ist nach (3) Vs und die eines 
magnetischen Dipols entsprechend Vsm. Die Anordnung von Abb. 243 
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ermöglicht in Verbindung mit (5) eine Eichung von Dipolmomenten. Zu- 
nächst wird eine Anordnung betrachtet, bei der beide Dipolmomente gleich 
groß sind: u = ng = m. Ihr Dipolmoment besitzt bei der Konvention (1) 
gerade dann den Wert „ = 1 Vsm, wenn das in Abb. 243 beobachtete 
Drehmoment bei o=nr/2 und r=1m den Wert 

1 (Vsm)? 107 
drug m?’ = (4r) 


hat. (Das Drehmoment, in der Mechanik x 8, besitzt bekanntlich die 
gleiche Dimension wie eine Energie!). Nunmehr kann (5) verwendet werden, 
um mit einem solchen Einheitsdipol »ı, ein unbekanntes Dipolmoment 
zu bestimmen. Es ist in Einheiten Vsm so viel größer bzw. kleiner, wie das 
Drehmoment D einen anderen Wert als (6) ergibt. 


D= - VAs = 0,6: 10° Ws (6) 


Hat man auf dem beschriebenen Wege geeichte Probedipole erhalten, 
so ist es prinzipiell nicht sehr schwierig, mit ihnen Magnetielder 9 aus- 
zumessen. Sie werden nach Richtung und Betrag |9|=+H mittels Glei- 


chung (4) bestimmt durch das Drehmoment D, das sie auf den Probe- 
dipol m, ausüben. Nach (2) werden sie in Einheiten Am! gemessen. Von 
früher her ist es noch vielfach üblich, Feldstärken in Qrsted und die 
Magnetisierung in Gauß zu messen. Sie werden entsprechend 

1009 


4r 


182 Am-! 1G & 10°4Vsm”? (7) 


auf die MKSA-Einheiten umgerechnet. 


Übungsaufgaben 

24.1. Flußstahl hat eine Remanenz von M,= 10* Gauß. Wie groß ist das Dipol- 
moment eines Stabmagneten von 10cm Länge und 1 cm? Querschnitt? 

24.2. Welches Drehmoment wird auf diesen Stabmagneten im Erdfeld H = 0,50 
ausgeübt? 

24.3. Berechne das Feld eines Stabmagneten (Länge a, Radius R) auf der Achse. 


24.4. Berechne das skalare magnetische Potential des Stabmagneten aus Ü 24.3 durch 
Entwicklung nach Legenpreschen Polynomen (bis zum 6. Moment). 


3 Elektrizität in Substanzen 


In [124] wurden die elektrischen und mechanischen Gleichungen im Zu- 
sammenhang besprochen. Für die Aussagen dieser Gleichungen konnte in 
Abb. 124 ein logisches Schema angegeben werden, das die wichtigsten 
Größen, die Ladungen @, die Felder F, die Kräfte K und die Massen M, 
miteinander verknüpft. Dieses Schema tritt auch in Abb. 300 wieder auf. 


7 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Die Pfeile bezeichnen die entsprechenden Feldgleichungen. I enthält die 
elektromagnetischen Grundgleichungen, II die Kraftwirkung elektroma- 
gnetischer Felder, III die mechanischen Grundgleichungen und IV den Tat- 
bestand, daß Ladungen Q nur mit Massen M gekoppelt beobachtet werden. 


Beim Auftreten elektrischer und magnetischer Felder in Substanzen 
kommt zu diesem Schema ein neues, komplizierendes Element hinzu, das 
das Schema in seiner Bedeutung keinesfalls aufhebt, sondern eher noch 
bestätigt. Wie die Erfahrungen der letzten Jahrzehnte über den Aufbau der 
Materie gezeigt haben, sind deren Bestandteile durchweg elektromagne- 
tischer Natur. Sie werden durch elektro- 
magnetische Kräfte zusammengehalten. Es 
befinden sich im Innern der Materie daher 
in atomarer Form freie und auch lokalisierte 
Ladungen sowie elektrische und magnetische 
Dipole. 


Unter dem Einfluß elektrischer und ma- 
gnetischer Felder F werden gemäß II des 
Abb. 300. Schemas Kräfte K auf die als Q symbolisier- 
Logisches Schema zu den Aus- ten Ladungen und Dipole ausgeübt, die die 
sagen der Grundgleichungen letzteren nach den zu III gehörigen Gleichun- 
gen in Bewegung setzen oder zumindest — 
nämlich im Sinne der mechanischen Statik — in eine neue Gleichgewichts- 
lage verschieben. Beim Auftreten von Elektrizität in Substanzen werden 
also nicht nur nach I die Felder F durch die Ladungen Q bestimmt, sondern 
die Felder F üben gleichzeitig über II, IIL und IV eine Rückwirkung 
auf die Ladungen Q aus. 


Für die Darstellung dieser Rückwirkungen ergeben sich mehrere ver- 
hältnismäßig einfache Zusammenhänge als empirische Gesetze, die längst 
vor ihrer atomaren Deutung über II, III und IV bekannt waren. Diese 
sind in dem erweiterten Schema der Abb. 300 durch den mit V bezeichneten 
Pfeil markiert. Die Aufgabe dieses Teils über die Elektrizität in Substanzen 
besteht nun darin, die zu V gehörigen physikalischen Gesetze aufzufinden, 
nämlich. sie über II, III und IV zu berechnen, und weiter die bei der 
gleichzeitigen Gültigkeit der Gesetzgruppen I und V auftretenden Pro- 
bleme zu behandeln. 


31 Elektrische Leiter 


Zusammenfassung: Der elektrische Leiter wird durch die Eigenschaft de- 
finiert, daß sich in ihm verschiebbare Ladungen befinden, die jeder Kraftwirkung 
nachgeben können. Die Elektrostatik behandelt den sich einstellenden Endzustand, 
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wo im Leiter keine Kraft mehr auf die Ladungen wirkt und auch die Feldstärke 
wegen $ =g€ verschwindet. Dies hat zur Folge, daß das Potential im Innern des 
elektrischen Leiters konstant ist, daß sich elektrische Ladungen nur am Rande be- 
finden dürfen und zwar so, daß die Feldstärke € lediglich eine Normalkomponente 
€, besitzt, die mit der Flächenladung ao über o=e,€, zusammenhängt. Das 
Problem der Feldberechnung in Leiternähe ist außerordentlich kompliziert, weil 
zwar der Zusammenhang zwischen Ladungsverteilung und Feld € bzw. Potential U 
bekannt ist, aber diese beiden Größen sich gegenseitig beeinflussen. Das entstehende 
Randwertproblem kann nur unter speziellen Symmetrievoraussetzungen exakt gelöst 
werden. Näherungslösungen können durch Behandlung als Extremalproblem und’ 
durch sukzessive Verbesserung gewonnen werden. Das Verhältnis der Ladung & zur 
Potentialdifferenz U auf einer Leiteranordnung wird als deren Kapazität bezeichnet. 
Da sich beide Größen gegenseitig bedingen, setzt die Kapazitätsberechnung die Lösung 
der zugehörigen Randwertaufgabe voraus. Einfache Formeln ergeben sich für die 
Kapazität einer Kugel O=4re,R und für die Kapazität des Plattenkondensators 
C=e,F/b. Bei zwei konzentrischen Kugeln ist C=4r&,R (R-+ AR)/AR und bei 
zwei koaxialen Zylindern © = 2re,l/In [(R + AR)/R]. 


311 Eigenschaften von Leitern 


Hinsichtlich ihrer elektrischen Eigenschaften lassen sich die Substanzen 
in Leiter und Nichtleiter einteilen. Die wesentlichste und hier allein be- 
nötigte Eigenschaft der Leiter besteht darin, daß sie verschiebbare Ladungen 
besitzen. Im allgemeinen kompensieren sich die Ladungen entgegen- 
gesetzten Vorzeichens, so daß der Leiter ungeladen wirkt. Bringt man in die 
Nähe eines solchen Leiters eine positive Ladung, so müssen sich wegen 
der CovroMgschen Anziehungskräfte die negativen Ladungen innerhalb 
des Leiters nach der Seite der Außenladung hin verschieben und die posi- 
tiven nach der entgegengesetzten Seite. Interessiert dabei lediglich der sich 
nach hinreichend langer Zeit einstellende Endzustand, so spielt die Ge- 
schwindigkeit, mit der sich die Ladungen verschieben, keine Rolle, genau- 
sowenig wie der Widerstand, dem sie auf ihrem Wege begegnen. In diesem 
Kapitel werden zunächst nur solche Endzustände oder auch „statische 
Gleichgewichte‘‘ betrachtet, bei denen die in [35] noch zu behandelnde 
Leitfähigkeit keine Rolle spielt. 


Solche Leiter sind die Metalle. Sie besitzen frei bewegliche negative 
Ladungen, die Elektronen. Leitende Flüssigkeiten werden Elektrolyte ge- 
nannt. Bei ihnen ist im allgemeinen ein Teil der Moleküle in entgegen- 
gesetzt geladene Ionen zerfallen, die sich innerhalb der Flüssigkeit bewegen 
können. Unter den festen Körpern gibt es noch die wichtige Gruppe der 
Halbleiter, die nur unter bestimmten äußeren Umständen frei bewegliche 
Elektronen besitzen. Normalerweise sind ihre Elektronen innerhalb der 
Atome oder Moleküle lokalisiert. Sie werden erst bei Erhitzung des Halb- 
leiters frei, dessen elektrische Leitfähigkeit daher entscheidend temperatur- 
abhängig ist. 


T7* 
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Nunmehr wird ein elektrischer Leiter, zum Beispiel ein Metall, in ein 
elektrisches Feld E(r) gebracht. Dieses Feld übt auf irgendeine im Leiter 
vorhandene elektrische Ladung q eine Kraft 


oU 
a ne (1) 


aus und setzt sie in Bewegung. Die Ladungen werden durch Zusammen- 
stöße mit anderen atomaren Bestandteilen des Leiters wieder gebremst. 
Die Bewegung erfolgt also nur, solange noch ein elektrisches Feld € vor- 
handen ist. -Genau wie q bewegen sich alle übrigen 
freien Ladungen des Leiters; außerdem erzeugen 
sie als Ladungen selbst ein elektrisches Feld, das 
dem ursprünglich vorhandenen Feld hinzugefügt 
wird. Das Gesamtfeld & ändert sich also gleich- 
zeitig mit der Verschiebung der Ladungen. 


Ein Endzustand im Inneren des Leiters ist erst 
dann erreicht, wenn sich alle Ladungen so verscho- 
ben haben, daß das elektrische Gesamtfeld & keine 
Kraft mehr auf irgendeine von ihnen ausübt. Die 
Bedingungen hierfür sind entsprechend (1) 


> Abb. 311.1. 


Teilvolumen (---), das 


sich eng an die Leiter- RN u TR 
oberfläche (—) an- 8-0 E=0 U = konst (2) 


schmiegt. In ihm darf R ; . i 
keine Ladung sitzen für alle Orte des Leiters. Diese Gleichungen charak- 


terisieren den statischen Gleichgewichtszustand und 
somit gleichzeitig die Bedingung für die zugehörige Verteilung der Ladungen 
im elektrischen Leiter. 


In irgendeinem Teilvolumen des Leiterinnern muß wegen der nach (2) 
verschwindenden Feldstärke & 


of ae=0 Sinnen = 0 (3) 


gelten. Dieses Integral beschreibt aber nach (213.7) die im Innern des 
Teilvolumens befindliche Ladung. Der Satz (3) gilt für jedes beliebige 
innere Teilvolumen des Leiters, auch für ein Volumen, das wie in Abb. 311.1 
den ganzen Leiter bis auf eine schmale Oberflächenschicht umfaßt. Dann 
bedeutet (3), daß sich im Innern des gesamten Leiters die Ladungen aus- 
gleichen, daß Übersehußladungen sich im statischen Gleichgewichtszustand 
alle am Rande des Leiters konzentriert haben. Diese Tatsache ist nicht 
weiter verwunderlich, denn wegen der Abstoßung der Ladungen muß der 
Gleichgewichtszustand so beschaffen sein, daß alle Ladungen möglichst 
weit voneinander entfernt sind. Und das ist nur bei einer reinen Ober- 
flächenverteilung der Fall. 
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Als nächstes wird die Feldstärke am Rande eines Leiters untersucht. 
Abb. 311.2 stellt ein Stück der Leiteroberfläche dar. Die Ladung ist 
irgendwie an der Oberfläche verteilt. Solange 
die Feldstärke & am Rande eine Tangential- 
komponente &, besitzt, wird nach (1) eine 
Kraft auf die dort befindliche Ladung aus- 
geübt, und die Ladung befindet sich noch 
nicht im statischen Gleichgewicht. Daraus 
folgt für die Tangentialkomponente im 
Gleichgewicht 


Abb. 311.2. Feldstärke 
am Rande des Leiters 


E=&+E, St, (4) 


Nunmehr wird entsprechend Abb. 311.2 eine geschlossene Fläche be- 
trachtet, die die Leiteroberfläche außen und innen dicht umschließt. Der 
Feldfluß durch diese Fläche ist 


od dE= Frl — &]=Q, 


(5) 

= &F [Er = &]: 
mit @ als der auf der betrachteten Fläche F sitzenden Ladung und n als dem 
Einheitsvektor in Normalenrichtung. Im Innern des Leiters verschwindet 
das Feld wegen (2). Aus diesem Grunde gilt für die Normalkomponenten 


ao oe=t=o. (6) 


o ist die Flächenladung auf dem Leiter und hat die Dimension C/m?. 


Betrachtet man neben der Feldstärke & das Potential U, so bedeutet (6) 
für das Potential 


ö ö [) 
eA— U, Fer U, U, 


"a Tan er (7) 


oU/On bedeutet hier die Normalkomponente des Gradienten in bezug auf 
die Randfläche des Leiters. Je größer also die Ladungsdichte o an der 
Leiteroberfläche ist, desto dichter liegen in Leiternähe die Potentialflächen. 
Bei positiver Ladungsdichte o nimmt das Potential außerhalb des Leiters 
ab, da es am Ort der Ladung seinen Höchstwert besitzt. Bei negativer 
Ladung gilt das Umgekehrte. 


312 Feldverteilung in Leiternähe 


Am Beispiel eines geladenen Leiters werden Ladungsverteilung und 
Feld in Leiternähe zunächst qualitativ besprochen. In Abb. 312.1 ist das 


88 3 Elektrizität in Substanzen [312] 


Bild der Stromlinien und Potentialflächen am Rande dieses (gekrümmten) 
Leiters schematisch wiedergegeben. Die mit Pfeilen bezeichneten Strom- 
linien müssen wegen (311.4) senkrecht aus der Leiteroberfläche heraus- 
treten und im übrigen die Flächen konstanten Potentials senkrecht durch- 
stoßen. Die Zahl der aus dem Leiter heraustretenden Stromlinien wird 


Abb. 312.1. Feldstärke Abb. 312.2. Punktladung in Leiternähe 
und Potential in Leiternähe 


nach (311.6) durch die Oberflächenladung bestimmt, ebenfalls der Abstand 
benachbarter Potentialflächen, der nach (311.7) mit wachsender Ladungs- 
dichte kleiner wird. 


Die Ladungsdichte wird im allgemeinen auf dem Leiter nicht konstant 
sein. In Abb. 312.1 ist sie am stärker gekrümmten Teil zum Beispiel größer. 
Würde man versuchen, die Ladungen gleichmäßig auf der Leiteroberfläche 
zu verteilen, so wären nämlich die Bedingungen (311.7) nicht zu befriedigen. 
Die Stromlinien würden nicht senkrecht aus der Leiteroberfläche. heraus- 
treten, und die Leiteroberfläche selbst wäre nicht mehr — wie in (311.2) ge- 
fordert — eine Fläche konstanten Potentials. Man könnte, von dieser Ver- 
teilung ausgehend, die Ladungen sukzessiv so lange verschieben, bis die 
Stromlinien senkrecht aus der Oberfläche heraustreten. Dabei würde sich 
schließlich das Bild 312.1 ergeben, bei dem die Ladungsverteilung rechts, 
wo nämlich der Leiter am stärksten gekrümmt ist, stärker konzentriert ist. 
In diesem Sinne sind die Stromlinien und Potentialflächen der Abb. 312.1 
zu verstehen. 


Als nächstes Beispiel wird ein ungeladener Leiter betrachtet, in dessen 
Nähe sich eine Punktladung befindet. Die Situation ist in Abb. 312.2 
dargestellt. Gefragt wird nach der Potentialverteilung außerhalb des 
Leiters. Man könnte zur Lösung dieser Aufgabe zunächst versuchen wollen, 
das Potential aus der bekannten Potentialformel (221.8) zu berechnen. 
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Diese Formel, mit N als den Randpunkten des Leiters, 
u-[ are) _ [_HMoR) Q a) 


r&|t—r]| are iR 4regr 


würde hier je einen Beitrag von der Punktladung Q und von der Flächen- 
ladung o an der Leiteroberfläche liefern. Das nützt allerdings für die ge- 
stellte Aufgabe nichts, denn neben U(r) ist ja auch die Verteilung der 
Flächenladung o (rt) unbekannt und soll gleichzeitig mit U bestimmt werden. 


Das Problem ist offensichtlich deshalb nicht so einfach lösbar, weil 
sich die beiden unbekannten Funktionen U (rt) und o(t) gegenseitig bedingen. 
Diese Komplikation, die bei den in [2] behandelten Problemen nicht auf- 
getreten ist, liegt aber offenbar in der Natur der Sache. Betrachtet man 
nämlich das logische Schema von Abb. 300, so stellt man fest, daß 
Teil [2] nur Aufgaben im Sinne der Gleichungen I enthielt, bei denen 
die Feldstärken für vorgegebene Ladungsverteilungen berechnet werden 
mußten. Zu diesen Gleichungen ist auch (1) zu zählen. Da die Ladungen o (rt) 
aber nicht vorgegeben sind, sondern sich erst durch das Feld im Sinne des 
Pfeils V einstellen, findet eine Rückwirkung der Felder auf die Ladungen 
statt, und beide Größen bestimmen sich gegenseitig im Sinne der Pfeile I 
und V von Abb. 300. Es ist daher unmöglich, bei einer Größe zu beginnen 
und daraus die andere direkt zu berechnen. 


Folgende Bedingungen für das vorliegende Problem lassen sich angeben: 


Im Außenraum: AU=0 
bei der Punktladung: U — a (2) 


4repr 
am Leiter: U=UÜ(NR) = konst. 


Überall im Raum — außer am Ort der Punktladung und auf der Leiter- 
oberfläche — muß die homogene Potentialgleichung gelten; in der Nähe 
der Punktladung muß U in das Potential der Punktladung übergehen 
und dortselbst oo werden. An den Orten Rt der Leiteroberfläche muß U(R) 
konstant sein. Im allgemeinen ist entweder der Potentialwert des Leiters 
durch eine angelegte elektrische Spannung vorgegeben, oder aber der Leiter 
ist isoliert und enthält eine gegebene Gesamtladung. In diesem Fall ent- 
steht noch die besondere Aufgabe, den zugehörigen Potentialwert des 
Leiters zu berechnen. Sie wird in [314] besprochen. 


Die durch die Gleichungen (2) gegebene Aufgabe zur Berechnung von 
U(t) wird als Randwertaufgabe bezeichnet und in [32] ausführlich be- 
handelt. Sie ist aus den angeführten Gründen im allgemeinen recht 
schwierig. In einfachen Fällen erhält man oft eine Lösung durch Erraten: 
Man betrachtet nacheinander verschiedene Ladungsverteilungen o(t) mit 
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ihren zugehörigen Potentialen U (rt), bis man eine Verteilung gefunden hat, 
bei der eine Potentialfläche mit dem Rand des Leiters geometrisch über- 
einstimmt. Dies ist eine mögliche Potentialverteilung bei Anwesenheit des 
Leiters. Sie ist eine Lösung des Problems, wenn die angenommenen La- 
dungen außerhalb des Leiters mit den gegebenen Ladungen übereinstimmen 
und wenn die Potentialfläche am Leiterrand den vorgegebenen Wert besitzt. 
Das Aufsuchen solcher Lösungen wird oft dadurch erleichtert, daß im Leiter- 
innern „gedachte‘“ Ladungen angebracht werden, die die Randiadungen 
o(R) ersetzen. Diese Methode, die Lösung des Randwertproblems durch 
Anbringen geeigneter fiktiver Ladungen im Innern des Leiters zu er- 
raten, wird in den folgenden Abschnitten auf spezielle Beispiele an- 
gewendet. 


313 Berechnung einfacher Feldverteilungen 


Als einfaches Beispiel für eine Feldverteilung in der Nähe eines Leiters 
wird eine einzelne Punktladung neben einer leitenden Wand betrachtet. 
Abb. 313.1 zeigt das zu dieser Situation gehörige Feldlinienbild. Die Feld- 
linien müssen auf dem Leiter alle senkrecht auftreffen, damit dessen Ober- 
fläche eine Fläche konstanten Potentials ist. In der Nähe der Punktladung 
dagegen werden die Stromlinien vorwiegend durch die Punktladung allein 
bestimmt und laufen dort strahlenförmig aus. Die Randbedingungen des 
Problems sind daher 


e Qe _.08 
me Wr rar Ü) 
. am Leiter E=6, UR)=0. 


Außerdem muß im linken Halbraum außer an der Stelle @ die Potential- 
gleichung AU=0 erfüllt sein. 


Eine Feldverteilung U (rt), die dieser Bedin- 
gung gerecht wird, erhält man dadurch, daß 
man den Einfluß des Leiters auf das Feld im 
linken Halbraum durch eine im rechten Halb- 
raum befindliche Scheinladung @’ ersetzt, 
die hier aus Symmetriegründen spiegelbild- 
lich zur Ladung @ liegt und entgegengesetzt 
gleich groß ist. Beide Ladungen Q und @ er- 
zeugen im linken Halbraum das Potential 


UWn=-2-[7-5). (2) 


Are r 


Abb. 313.1. Punktladung j : a 
neben einer leitenden Wand, Pa t’—= 0 im rechten Halbraum liegt, erfüllt 


Feldlinienverlauf (2) im linken, wie gefordert, außer bei r = 0 
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die Potentialgleichung AU = 0. An der Leiteroberfläche ist r’=r, so daß 
U(R) = 0 wird. (2) ist also die Lösung des Problems (1). Natürlich gilt 
dieser durch Ladung und Scheinladung hervorgerufene Potentialansatz 
nur außerhalb des Leiters; im Leiter selbst, hier also im rechten Halb- 
raum, ist U überall gleich groß und daher Null. 


Als nächstes wird das Potential berechnet, das eine Punktladung Q@ im 
Abstand a von einer leitenden Kugel hervorruft. Auch hier kann man wieder- 
um versuchen, den Einfluß der Kugel auf das Potential im Außenraum 
durch eine Scheinladung Q’ auf 
der Symmetrieachse im Ab- 
stand a’ vom Kugelmittelpunkt 
zu ersetzen (siehe Abb. 313.2). 


Das gesuchte Potential muß 
die Randbedingungen 


U = konst auf der Kugel 


Abb. 313.2. 
Punktladung Q neben einer leitenden Kugel 
(und Scheinladung Q’ in der Kugel). Der 
Aufpunkt liegt auf der Kugeloberfläche  Arneor 


3) 


fürr—0 


und im übrigen natürlich die Potentialgleichung AU = 0 erfüllen. Für das 
Potential wird also außerhalb der Kugel der Ansatz 


UN)=-— 2 (4 


4regr 4Arcegr’ 
gemacht. 


Dabei sind r und r’ die Abstände der Ladungen Q und 9’ vom Aufpunktr. 
Die hier und in Abb. 313.2 auftretenden Konstanten Q’ und a’ sind so 
zu wählen, daß die Oberfläche der Kugel eine Fläche konstanten Potentials 
wird. Damit dort U(R) = 0 gilt, müssen in (4) die Bedingungen 

r! Q' r’ ” 
konst or (5) 
erfüllt werden. Tatsächlich läßt sich die Gültigkeit der ersten Bedingung (5) 
durch geeignete Wahl von a’ erreichen, denn es ist unter Verwendung des 
Kosinus-Satzes nach Abb. 313.2 
a’ 2 a’ 
2) — 2 (F) cos®# 


(2) R?+a’?—2Ra’cosd 1+(% R 
vr 2 De 2 
r R?-+a 2Racos# 1+ (22 (4) 000 


a 


R\? 
EG) 
a 
und die Abhängigkeit dieser Gleichung von cos® verschwindet unter der 
Voraussetzung 
1\2 2 
«= ur weil dann (=) = (=) ; (7) 


a 
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Der Wert der Scheinladung 9 wird aus der zweiten Gleichung von (5) zu- 
sammen mit (7) bestimmt: 


=-0<0. (8) 


Unter den Bedingungen (7) und (8) ist also eine Scheinladung durchaus 
geeignet, den Einfluß einer leitenden Kugel zu ersetzen. 


Die durch (4), (7) und (8) charakterisierte Lösung des Problems besitzt 
die Eigenschaft U = 0 auf der Leiteroberfläche, entspricht also einer ge- 
erdeten Kugel. Ihre Ladung beträgt —Q’= —QR/a. Die entsprechende 
Lösung für eine auf beliebigem Potential befindliche, also beliebig geladene 
Kugel erhält man durch Anbringen einer zweiten Scheinladung Q’” im 
Mittelpunkt der Kugel. Das Gesamtpotential ist dann 


Q Q’ Qr 
U= Br 4rcegr’ ig Arcor” außen 16h 


lo” ar &R innen. 


Dabei muß Q” so gewählt, werden, daß Q’/4re,R = U(R) wird, wobei 
U(R) den beliebig wählbaren willkürlichen Potentialwert der Kugel dar- 
stellt. Q’—@’ ist jetzt gleich der auf der Kugel wirklich vorhandenen 
Ladung. Für die ungeladene Kugel ergibt also (9) mit Q’’ = Q’ den Poten- 
tialverlauf. 


Als nächstes läßt sich der Fall betrachten, daß mehrere Punktladungen 
neben einer leitenden Ebene oder Kugel vorhanden sind. Man erhält in 
diesem Falle die exakte Lösung des Problems, indem man — genau wie 
in den Abb. 313.1 und 313.2 — zu jeder Punktladung eine entsprechende 
Scheinladung oder auch ‚„Spiegelladung‘ anbringt. Dies ist möglich, weil 
die Potentialgleichung linear in U ist, denn bei linearen Differential- 
gleichungen stellt auch die Summe mehrerer Lösungen wiederum eine 
Lösung der Differentialgleichung dar. 


Für zwei symmetrisch zur Kugel angeordnete, gleichgroße Ladungen 
verschiedenen Vorzeichens, geht (4) in 


ı [0 _Q0_0,@] 10) 


T = 
ee re, E rz r nz, ] 


über. Die Bedeutung der eingeführten Größen ist aus Abb. 313.3 ersichtlich. 
a’ und Q’ bestimmen sich nach (7) und (8). Hier soll insbesondere der Fall 
betrachtet werden, daß a sehr groß ist. Wie Abb. 134.3 zeigt, wird das 
von den Ladungen Q und —Q allein erzeugte Feld in Kugelnähe näherungs- 
weise homogen. Die Scheinladungen rücken entsprechend (7) zusammen und 
bilden einen Dipol im Kugelmittelpunkt- Diese qualitativen Ergebnisse 
werden bei der Auswertung von (10) bestätigt. 
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Für große a gilt in Kugelnähe 
n>a+x N—qa—ı, (11) 


wobei die «-Achse vom Kugelmittelpunkt nach rechts zeigt. Damit gehen 
die beiden ersten Glieder von (10) in 


m De 2 (I. )r a 2 __& (1) 


2 : 
4re \Tı T5 4re, \a+% a—% Are, a? 


über. Das ist das Potential eines homogenen (konstanten) Feldes € 
in Richtung der x-Achse: 


ge ö m = (13) 


4re, a? 


or 4rrega? er 


Abb. 313.3. Leitende Kugel im Feld zweier Punktladungen. 
Erklärung der Symbole in (10) bis (17) 


’ . . .. ni 
ri und r, vereinfachen sich für a —0 in 


© Er; 
N a ara u (14) 


Die beiden Beiträge der Scheinladungen in (10) geben damit 


Q' (- = V nen Q 2a’ Er R® pr (15) 


Are \r ri Iron rn Ar Tr " r 4rregr? " 
Das ist, wie erwartet, das Potential eines Dipols 
nr R® R 3 
p=2u4Q',=2 0 = 4nüR &=38 VE. (16) 


Dabei wurden a’ und Q’ nach (7) und (8) ersetzt. Die Dipolstärke p ist also 
sowohl zum äußeren Feld & als auch zum Volumen V der leitenden Kugel 
direkt proportional. (12) und (15) ergeben zusammengefaßt mit (10) 


| uW--&l1-(#)]. | (17) 
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Die Anordnung der Scheinladungen ist natürlich unabhängig davon, wie 
das homogene Feld € erzeugt wird, ob (wie hier) durch zwei weit entfernte 
Punktladungen oder etwa durch einen Platten- 


m kondensator. U(t) aus (17) gibt daher all- 


gemein das Potential an, das sich aushildet, 


wenn sich eine leitende Kugel in einem homo- 
®& genen Feld befindet (siehe Abb. 313.4). 
N Abb. 313.4. Leitende Kugel im homogenen Feld 


314 Kapazität 


Auf einen einzelnen Leiter von willkürlicher Form, in dessen Umgebung 
sich keine weiteren Ladungen oder Leiter befinden, wird eine Ladung & 
gebracht. Die Ladung verteilt sich nach [311] allein auf der Oberfläche 


—[afo(R) a) 


und im übrigen so, daß der Leiter ein konstantes Potential U besitzt. 
Die Ladungsverteilung o(R) muß also so beschaffen sein, daß das durch 
sie hervorgerufene Potential 
af’ co I 

er nn = (2) 
an allen Randpunkten N und solchen r, im Leiterinnern den gleichen 
Wert UR)=U(t)=U besitzt. Da die Größen U und o(R) sich gegen- 
seitig bestimmen, haben wir es mit einem Randwertproblem zu tun, das 
über die Gleichung (2) nicht ohne weiteres lösbar ist. 


Allerdings gestatten (1) und (2) eine Teilantwort: Hat man nämlich eine 
Lösung so (R’) gefunden, für die U im Leiter einen konstanten Wert annimmt, 
so erhält man mit 20(W’) sofort eine zweite Lösung, denn auch die doppelte 
Ladungsdichte auf der Oberfläche liefert für das Potential wieder einen 
konstanten Wert, nämlich 2U. Q geht ebenfalls in 2Q über. Man sieht aus 
dieser Überlegung, daß in der betrachteten Anordnung das Potential bei 
doppelter Ladung seinen Wert verdoppelt. Das Verhältnis 


Q 
0=7 (3) 


ist daher von der gewählten Ladung Q oder Spannung U unabhängig und 
allein durch die geometrische Form des Leiters bedingt. C wird als Kapazi- 
tät oder auch als Fassungsvermögen des Leiters bezeichnet und gibt an, 
wieviel Coulomb Ladung auf den Leiter gebracht werden müssen, damit 
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dieser Leiter das Potential von einem Volt erhält. Dabei wurde voraus- 
gesetzt, daß das Potential U (r) in (2) im Unendlichen den Wert U (&) = 0 
annimmt, wie bereits früher in (221.11) sinngemäß bewiesen wurde. 
Mit (1) und (2) läßt sich für die Kapazität € 
far c(®) 
far ea — | 


O=4nz (4) 
angeben. In (4) steht neben dem Dimensionsfaktor 4 ve, eine Länge. r be- 
deutet irgendeinen Punkt des Leiters. Allerdings ist (4) im allgemeinen 
ungeeignet zur Berechnung von C, weil ja die Verteilung o(R) unbekannt 
ist. 


Wenn der Leiter kugelförmig ist, läßt sich (4) jedoch leicht auswerten. 
Aus Symmetriegründen ist dann nämlich o (R’) in (4) eine Konstante. Für 
tr wird zweckmäßig der Mittelpunkt der Kugel gewählt, dann ist auch 
et — W|= R eine Konstante, nämlich der Radius der Kugel, und (4) geht 
in den einfachen Ausdruck 


| C=4r%R | (5) 


für die Kapazität einer Kugel über. 


Für eine erweiterte Definition der Kapazität werden zwei Leiter wie in 
Abb. 314 betrachtet, von denen der eine den anderen umschließt. Der 
innere Leiter soll die Ladung @ tragen. Diese Ladung verteilt sich als Rand- 
ladung o(R) auf dessen Oberfläche und bestimmt die 
Zahl der aus dem Innenleiter austretenden Feldlinien. LI 
Weil in dem abgeschlossenen Raum zwischen beiden 
Leitern die Potentialgleichung AU = 0 gilt, müssen g 
alle diese Feldlinien bis an den Rand des Außen- 
leiters laufen. Da nach den Ausführungen von [312] 
aber die aus- oder einlaufende Stromlinienzahl gleich 
der dort befindlichen Ladung ist, wird an der Rand- 


fläche des Außenleiters die Ladung —Q konzentriert. a 


Abb. 314. Zur Defi- 
Alle sonst noch auf dem Außenleiter befindliche nition der Kapazität 
Ladung wird nach außen abgedrängt und interessiert 
hier nicht. Die Kapazität dieser Anordnung wird wiederum durch (3) defi- 
niert. @ bedeutet die soeben betrachtete Ladung des Innenleiters und U 
die sich unter diesen Voraussetzungen einstellende Potentialdifferenz 
zwischen Innenleiter und Außenleiter. Der zu Beginn dieses Abschnitts 
betrachtete Fall eines einzelnen Leiters im unendlichen Raum kann als 
ein Spezialfall der Anordnung von Abb. 314 angesehen werden, bei dem sich 
der Außenleiter in unendlich großer Entfernung befindet. 
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Die Berechnung der Kapazität kann nun so erfolgen, daß man die Gesamt- 
ladung Q als gegeben ansieht und das zugehörige Potential U berechnet. 
Dazu ist die Lösung der Potentialgleichung im Zwischenraum unter ge- 
gebenen Randbedingungen erforderlich. Die Kapazitätsberechnung ist 
somit ebenfalls ein Randwertproblem und stößt im allgemeinen Fall auf 
die mit der Lösung von Randwertproblemen zusammenhängenden Schwie- 
rigkeiten, auf die schon in [312] hingewiesen wurde. 


Zum Schluß soll noch die Energie E der Leiteranordnung von Abb. 314 
berechnet werden. Das ist die zum Aufladen auf eine Ladung @ erforderliche 
Gesamtarbeit. Zu ihrer Berechnung wird zunächst die ungeladene An- 
ordnung betrachtet. Die Gesamtladung @ wird in kleinen Teilen dQ von 
außen nach innen gebracht. Beim Transport dieser Ladungen ist jedesmal 
das Feld der innen schon vorhandenen Ladung zu überwinden, so daß nach 
(231.4) der Arbeitsaufwand 


dE-VdQ mt Um-° 


2 (6) 


entsteht. Q’ ist die während des Transports von dQ’ auf dem Innenleiter 
bereits vorhandene Ladung. Die Gesamtenergie setzt sich additiv aus den 
Beiträgen (6) zusammen und ist 


Vergleicht man diese rein elektrostatische Energie (7) mit dem allgemeinen 
Ausdruck (232.8) unter Beachtung, daß die Ladung sich an den Oberflächen 
befindet, so zeigt der Vergleich den Zusammenhang 


ff didto®r _ * 
# ee =; Q=/ate. (8) 
Beide Integrationen des ersten Ausdrucks laufen über beide Leiterflächen. 
und 1/C stellt hier eine Art Mittelwert von 1/4re, |R— W| dar. Um die 
Ladung zu erhalten, wird in (8) nur über die Innenfläche integriert. Manch- 
mal ist es bei der Berechnung von Kapazitäten zweckmäßig, zunächst die 


elektrostatische Energie (8) zu berechnen. Der dann neben Q? auftretende 
Faktor ist 1/2 C. 


Das allgemeine Schema zur Berechnung der Kapazität einer beliebigen 
Anordnung — wie in Abb. 314 — sieht folgendermaßen aus: Zunächst wird 
eine Lösung des Randwertproblems AU = 0 gesucht, bei dem das Potential 
U am inneren und äußeren Rande irgendwelche konstanten Werte U, und 
U_ besitzt. Die zugehörige Potentialdifferenz ist 


U=U,-U.. (9) 
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Weiter wird die gefundene Lösung des Randwertproblems benutzt, um 
am Rande des Innenleiters die Normalkomponente der Feldstärke zu 


berechnen. Die zugehörige Ladung ist nach (213.7) 


oU+r 
Q=Hhae =, (10) 


Aus dem Verhältnis Q/U der Gleichungen (10) und (9) erhält man un- 
mittelbar die Kapazität. 


315 Einfache Kondensatoren 


Leiter, die eine der in [314] beschriebenen. Anordnungen besitzen, werden 
als Kondensatoren bezeichnet. Zunächst wird noch einmal die Kapazität 
einer Kugel im freien Raum betrachtet. Hier ist 


Ina; r>R (1) 


4rregr 
das Potential außerhalb einer mit Q geladenen Kugel (siehe Abb. 222). Es 
ist mit der Potentialdifferenz U = U(r) — U (oo) identisch. 


Betrachtet man auf der Kugeloberfläche r= R das Verhältnis von Q 
zu U, so entsteht q 
C=— =4nR (2) 


für die Kapazität der Kugel, in Übereinstimmung mit (314.5). 
Die Maßeinheit der Kapazität ist 
1C 
1 Farad = IV . (3) 
Dies ist nach (2) unter Berücksichtigung von 1/4r.&, = 9. 10° Vm/C die 


Kapazität einer Kugel vom Radius R= 9. 10°’ m, also ein sehr großes 
Maß. Daneben sind noch die durch 


[C]=1Farad=1F = 10*uF = 10'”"pF (4) 
definierten kleineren Einheiten gebräuchlich. Früher war es auch üblich, 
Kapazitäten in äquivalenten Kugelradien, und zwar in cm, anzugeben. 


So entspricht 1pF £0,9 cm. (8) 


Die Kapazität von zwei konzentrischen Kugeln ist ebenfalls elementar 
berechenbar. Aus Symmetriegründen herrscht zwischen den mit +@ ge- 
ladenen Kugeln mit den Radien R und R+-AR wiederum das Potential (1). 
Die Potentialdifferenz für die Radien r=R undr=R-+ÄR ist 


Re . BA 
U-2u|3 R+AR| 4re, R(IR+AR) (6) 
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und liefert für die zugehörige Kapazität den Ausdruck 


C= . =4r% _n ; (7) 


Ist AR<R, so gehen die Gleichungen (6) und (7) in die einfacheren Aus- 
drücke 
_.@ AR = m 
U-= Are, wzz C 477 (8) 
über. 


Die Ladung ist aus Symmctriegründen gleichmäßig auf den Kugeln 
verteilt, und die Potentialdifferenz ist natürlich auch überall die gleiche. 
Eine Teilfläche F statt der ganzen Kugeloberfläche 4. R? enthält daher die 
Ladung QF/4r.R? statt Q. Zwei solche gegenüberliegende Teilflächen F im 
Abstand AR = b haben somit die Teilkapazität 


F 
=>: (9) 


Dieser Ausdruck (9) hängt überhaupt nicht mehr vom Krümmungs- 
radius R ab. Er gilt daher auch in der Grenze R— oo, also für zwei plan- 
parallele Platten, die zusammen einen Plattenkondensator bilden, wenn 
man von Randstörungen absieht, deren Einfluß um so geringer ist, je 
größer F und je kleiner 5 ist. 


Als ein Zahlenbeispiel wird die Kapazität eines Plattenkondensators 
betrachtet, bei dem sich zwei Flächen von 1 m? im Abstand lmm gegen- 
überstehen. Die zugehörige Kapazität ist 
4reg9- 1m? = 1 F 1 
4r-10°®m 47.9.10°. 1073 9.4r 
also 0,885-10°? uF. 


Auch die Kapazität zweier koaxialer Zylinder läßt sich elementar berech- 
nen. Der Symmetrie dieser Anordnung entsprechend wird das Potential 
eines gleichmäßig geladenen, unendlich langen, dünnen Stabes (222.6) 


C= 


ur, (10) 


U=— In 


Arte r 


al) 


betrachtet. r ist der Abstand von der Achse. Das Potential (11) ist kon- 
stant auf einer Zylinderfläche r = konst. r, ist hier derjenige Radius, 
für den das Potential U willkürlich gleich Null gesetzt wird, und g die 
Ladung des Stabes pro Längeneinheit. Die Potentialdifferenz zweier 
Zylinderflächen mit den Radien R und R+-AR ist somit 


GL inte 


aro|l R NRYAR|' 02) 
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Dieser Ausdruck gilt näherungsweise, wenn man nämlich von den durch 
die Enden bedingten Störungen absieht, auch für endliche Zylinder von 
der Länge L. Die Gesamtladung ist dann Q = qL. In dieser Näherung be- 


schreibt 


seh. 2reoL 
Dar In R+AR 
2 R 


(13) 


die Kapazität eines solchen Kondensators. 


In der Grenze AR=b—-0 geht auch dieser Ausdruck mit 2rRL=F 
wieder in (9) für den Plattenkondensator über. Man braucht nur die 
Reihenentwicklung n(1+2) = x — x?/2 +... (c<1l) zu beachten, denn für 
kleine AR kann man damit In(I+4AR/R) näherungsweise durch AR/R 
ersetzen. 


Übungsaufgabe 


31. Eine Ladungsverteilung o(t) befindet sich links neben einer leitenden Wand. Man. 
gebe das Potential im linken Halbraum an. 
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Zusammenfassung: Bei der allgemeinsten Randwertaufgabe wird ein Potential 
U(r) gesucht, das in einem gegebenen Gebiet der Gleichung —e, AU =o(t) genügt 
und an den Randpunkten R des Gebietes bestimmten Bedingungen unterliegt. Ent- 
weder ist, U oder d U/9n dort vorgegeben. Schließlich kann an einem Teil des Randes U 
und am übrigen Rand OU/On gegeben sein. Diese Aufgabe läßt Sich auf die ent- 
sprechende Aufgabe im ladungsfreien Raum mit AU=0 reduzieren. Die Lösungen 
‚sind eindeutig, bzw., wenn dU/ön vorgegeben ist, bis auf eine willkürliche Konstante 
eindeutig. Die Lösungsfunktion macht far (0 U/ör)?.zu einem Extremwert und damit 
gleichzeitig auch die elektrostatische Energie, die sich von diesem Integral um 
den Faktor &,/2 unterscheidet. Die Potentialfunktion U(r) selbst kann in ladungs- 
freien Gebieten AU=0 keinerlei Extremwerte besitzen. — Der KırcHHorFsche 
Satz liefert für U(r) eine Darstellung, wenn U und 9U/ön gleichzeitig auf einer ge- 
schlossenen Fläche um r bereits bekannt sind. Eindimensionale Randwertaufgaben 
sind elementar lösbar, zweidimensionale Probleme mit U(x,y) lassen sich nach 
funktionentheoretischen Methoden behandeln. Näherungsweise Lösungen erhält man 
auf zeichnerischem Wege sowie durch Anbringen von Scheinladungen außerhalb des 
betrachteten Gebiets. Eine andere Möglichkeit zum Auffinden der Lösung besteht 
darin, die Ränder des Gebiets mit Ladungen zu belegen, die‘so lange verschoben 
werden, bis das von ihnen erzeugte Potential slie Randbedingungen befriedigt. Auch 
die Extremaleigenschaft des oben erwähnten Integrals kann zum Auffinden von Lö- 
sungen verwendet werden, die die Randbedingungen exakt, aber die Potentialgleichung 
AU =0 nur genähert erfüllen. 


8 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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321 Allgemeine Randwertaufgabe 


Bei der Berechnung elektrischer Felder in Anwesenheit von Leitern 
taucht mehrfach, z.B. in [312] und [313], die Aufgabe auf, ein Poten- 
tial U(t) zu berechnen, das an bestimmten Orten, nämlich dort, wo der 
Leiter sich befindet, gegebene Werte annimmt. Die allgemeinste Aufgabe 
dieser Art läßt sich folgendermaßen formulieren: Es ist ein Potential 
U = U(t) zu berechnen, das durch eine vorgegebene Ladungsverteilung 
o(t) hervorgerufen wird und daher der Gleichung 


AU =eke) | ) 


genügen muß. Außerdem soll das Potential 
am Rande des Gebiets bestimmten Bedin- 
gungen genügen. Dabei kommen auch so- 
genannte mehrfach zusammenhängende Ge- 
biete in Frage. In Abb. 321 ist ein solches 
dargestellt. Der Rand besteht dann aus der 
Gesamtheit aller inneren Randpunkte so- 
wie aus den Randpunkten der äußeren 
Abb. 321. Zweifach zusammen- Begrenzung. Je nach unserer Kenntnis der 
hängendes Gebiet ınit einer physikalischen Situation an den Rand- 
Lagungsverteilung g(r) punkten R unterscheiden wir drei ver- 
schiedene Randwertaufgaben: Entweder ist 
das Potential am ganzen Rande gemessen und als Funktion U(R) = f{R). 
gegeben. Oder aber es wurde die Normalkomponente €, = —0U/ön 
der elektrischen Feldstärke am Rande bestimmt und als Funktion 
(U/On)k = g(R) für die Berechnung des übrigen Feldes U(r) vorgegeben. 
Schließlich noch kommt der Fall in Betracht, wo auf einem Teil des 
Randes das Potential durch f(R), auf dem übrigen Rande aber €, durch 
g(N) vorgegeben ist. Bei elektrischen Leitern als Randflächen ist f{R) auf 
jedem Leiter konstant und im allgemeinen gegeben. 


Ist die durch Gleichung (1) und durch f(R) bzw. g(R) gegebene Randwert- 
aufgabe gelöst, das Potential U(r) im Innern des Gebiets von Abb. 321 
also bekannt, so lassen sich alle übrigen für diese Situation charakte- 
ristischen Größen unmittelbar berechnen. Je nachdem, ob f{R) oder g(R) 
vorgegeben war, läßt sich die jeweils unbekannte Funktion aus der 
Lösung U(rt) an den Randpunkten r— N entnehmen. Der für die Elektro- 
statik wichtigste Fall ist die erste Randwertaufgabe. Sie liegt vor, wenn nur 
elektrische Leiter vorhanden sind, auf denen das Potential, also f(R), ge- 
geben ist. Das elektrische Feld entsteht dann durch Gradientenbildung 
€ = —OU/dr. Die elektrostatische Feldenergie folgt nach (232.16) als 
Volumenintegral über die Energiedichte 7 = &e,&?/2. Aus ihr lassen sich 
alle bei räumlichen Veränderungen auftretenden Kräfte berechnen. Auch 
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die Kapazitätsbestimmung ist nach Lösung der Randwertaufgabe einfach 
durchzuführen. Sind zum Beispiel A, und R, in Abb. 321 die Rand- 
punkte von zwei auf konstanten Potentialen U, und U, gehaltenen elek- 
trischen Leitern (die Ladungsverteilung o von Abb. 321 gerät hier in Fort- 
fall), so ist U= U,—U, die zwischen den Leitern herrschende Poten- 
tialdifferenz oder Spannung. Durch Bildung der Normalkomponente des 
Gradienten am Rande N, erhält man zunächst €, und damit entsprechend 
(311.7) die Oberflächenladung o(R,) = &€n. Das Oberflächenintegral 
liefert die auf diesem Leiter befindliche Gesamtladung Q und damit die 
Kapazität O = Q/U. 


Bekanntlich ist die Potentialgleichung (1) direkt lösbar, wenn keine 
bestimmten Randbedingungen zu erfüllen sind. Dies ermöglicht eine 
Reduktion der Randwertaufgabe (1) mit vorgegebener Ladungsverteilung 
auf eine solche im ladungsfreien Raum- Man braucht zu diesem Zweck 
lediglich unter Verwendung der Lösung von (1) die Größen U, f und g durch 


d 14 0 
an ee +Uß) 
d Hs ./ 
ee + (2) 
A fr d n 4 ’ 
Se +) 


zu ersetzen. Dann geht Gleichung (1) in 
AU=0 (8) 


über, während die Randbedingungen 


TR oder LTM) (4) 


auch für die in (2) neu eingeführten Größen gelten. Wegen dieser ein- 
fachen Reduktionsmöglichkeit wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels 
nur noch das vereinfachte, durch (3) und (4) gegebene Randwertproblem 
betrachtet. Auch hier werden wiederum drei Randwertaufgaben unter- 
schieden, je nachdem, ob die erste oder zweite der Gleichungen (4) oder 
beide in gemischter Form vorgegeben sind. 


Es bleibt zu zeigen, daß die Randbedingungen das Potential wirklich 
eindeutig bestimmen. Zu diesem Zweck werden zwei Lösungen U,(r) und 
U,(t) betrachtet, welche beide die Gleichuugen (3) und (4) voraussetzungs- 
gemäß befriedigen. Ihre Differenz ® = U, — U, muß dann den Gleichungen 


A8=0 DW-0 oder Sn (5) 
genügen. Nach den Regeln der Differentialrechnung gilt die Gleichung 
0 0 ,\ 08 \? 
g* or (© Or o)-(5) HAB, (6) 
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deren letzter Term wegen (5) verschwindet und daher fortgelassen werden 
kann. Integriert man diese Gleichung über das betrachtete Gebiet, so ent- 


steht 

99 \2 ö ö i ö 
unter Anwendung des Gaussschen Satzes (135.8). Bei Zerlegung der 
Flächenelemente in d{= ndf wird hieraus 


far(2Y--Paro2. (8) 


Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, daß in (7) die Flächennormale 
aus dem Gebiet herauszeigt, während 0/9n hier die Normalkomponente 
des Gradienten vom Rand in das Gebiet hinein bedeutet. 


In dem Falle der ersten Randwertaufgabe verschwindet B@(NR) am Rande 
und daher die rechte Seite von (8). Im Falle der zweiten Randwertauf- 
gabe gilt das gleiche, weil d®/dn verschwindet. Im Falle der dritten, 
gemischten Randwertaufgabe verschwindet an allen Randpunkten ent- 
weder der eine oder der andere Faktor. In allen drei Randwertaufgaben 
verschwindet daher die rechte Seite von Gleichung (8). Da der Integrand 
auf der linken Seite von (8) aber positiv definit ist, kann diese Bedingung 
nur erfüllt werden, wenn 

D = konst. (9) 
gilt. Das bedeutet also 
U,(r)=Ü,z(t) + konst. (10) 


Die beiden Lösungen des Randwertproblems dürfen sich höchstens um 
eine Konstante unterscheiden. Diese Gleichung gilt im gesamten Gebiet 
einschließlich der Randpunkte. Im Falle der ersten und dritten Randwert- 
aufgabe aber wird für mindestens einen Randpunkt gefordert, daß UT, 
und U, gleich groß, nämlich gleich dem betreffenden Randwert f sein 
müssen. In diesen beiden Fällen muß daher die in (10) noch offengebliebene 
willkürliche Konstante verschwinden. Im Falle der zweiten Randwert- 
aufgabe aber darf sie einen beliebigen Wert besitzen, also wird das 
Potential U(t) nur bis auf eine willkürliche additive Konstante eindeutig 
bestimmt. 


322 Potentialtheorie 


In diesem Abschnitt werden einige Sätze der Potentialtheorie dargestellt, 
die für die exakte und näherungsweise Behandlung von Randwertaufgaben 
oft von Wichtigkeit sind. Dabei genügt es, entsprechend den Ausführungen 
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zu (321.1 und 2) solche Potentialverteilungen zu betrachten, die der so- 
genannten LAPLackschen Differentialgleichung 


AU=0 A) 
genügen und entsprechend den vorgegebenen Randbedingungen die Rand- 
werte von (321.4) besitzen. 


Als erstes soll bewiesen werden, daß das in (321.8) vorkommende 
Integral (hier mit U statt ®) 


J=/[ar (5) 2) 


eine wichtige Extremaleigenschaft besitzt. Es soll bewiesen werden, daß unter 
allen Funktionen U (rt), die an den Randpunkten NR vorgegebene Werte be- 
sitzen, diejenige das Integral (2) zu einem Extremwert macht, welche der 
LarLaczschen Differentialgleichung (1) genügt. Um dies zu beweisen, 
werden benachbarte Funktionen 


U)—Ul)+5UK) SU(R)=0 (3) 


betrachtet, die sich am Rand nicht unterscheiden. Bei einem solchen 
Übergang ändert sich auch das Integral (2): 


7451 =[ar [zz w+0). (4) 


Beim Ausmultiplizieren des Integranden und Vernachlässigen des quadra- 
tischen Gliedes entsteht für das Zusatzglied 6.J 


Es] 


ee rg U. 


(5) 


Der zweite Ausdruck in (5) folgt aus der bekannten Produktregel für das 
Differenzieren und im dritten ist der GAusssche Integralsatz angewendet. 
Das Oberflächenintegral verschwindet wegen 6U(R)=0. Das übrige 
Integral aber verschwindet nur, wenn U die Gleichung (1) erfüllt. Unter 
dieser letzten Voraussetzung wird ö6J = 0. Das Integral (2) bleibt also 
gegenüber kleinen Änderungen ÖU (rt) invariant, wenn U Gleichung (1) be- 
folgt; es besitzt daher einen Extremwert. Für das elektrische Potential 
bedeutet dieser Satz wegen 


B=& [are®=- ta) 89, (6) 


daß sich dasjenige statische Feld einstellt, welches die elektrostatische 
Feldenergie zu einem Extremwert (Minimum) macht. 


Ein anderer Satz der Potentialtheorie sagt aus, daß eine Potential- 
funktion U(r) in Gebieten, in denen sie der LarLackschen Differential- 
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gleichung (1) genügt, keine Extremwerte aufweisen darf. Zum Beweis 
dieses Satzes wird die Annahme gemacht, daß U an einer Stelle r doch ein 
Maximum besäße. Dann muß das Potential in der Umgebung dieses 
Punktes, wie in Abb. 322 dargestellt wird, überall kleiner als am Punkt r 
sein. Es muß daher die Potentialflächen 1 und 2 Beben, an denen das Poten- 
tial die Eigenschaften 

UO,<U,<Uft) (7) 


besitzt. Insbesondere muß, wenn die Flächen 1 und 2 eng benachbart 
sind, wegen 


N n-U,+dsS.<U, (8) 
der Gradient in der Normalenrichtung nach 
* außen überall negativ sein. Unter den gemach- 
ten Voraussetzungen gilt für das entsprechende 
Abb. 322. £ Flächenintegral 
Potentialflächen um ein IV 
Maximum des Potentials I) df ers <d. (9) 


Hätte man angenommen, daß U beit ein Minimum besitzt, so wäre dieses 
Integral >0. In beiden Fällen ist es von Null verschieden. Andererseits 
läßt sich das Integral (9) mit dem GAusSsschen Satz in 


überführen. Dieser Ausdruck verschwindet aber, wenn die Potential- 
gleichung (1) erfüllt ist. Also kann (7) an Orten, an denen U einen Extrem- 
wert besitzt, nicht erfüllt werden, was zu beweisen war. (Außerdem würde 
(9) —Q/e,. also eine im Innern der Fläche U, befindliche Ladung, be- 
schreiben.) 


323 Näherungsmethoden 


Die Lösung der Randwertaufgabe, ein Potential mit der Eigenschaft 
AU=0 7) 
zu finden, das am Rande die vorgeschriebenen Bedingungen 


TR-FR oder I =gM) (2) 


erfüllt, ist gelegentlich mit großen Schwierigkeiten verbunden. Lassen sich 
exakte Lösungen der Randwertaufgabe nicht angeben, so ist man auf 
Näherungsmethoden angewiesen, über die hier vom prinzipiellen Standpunkt 
her ein kurzer Überblick gegeben werden soll. 


[323] 32 Berechnung von Potentialverteilungen 105 


Besonders einfach wird die Lösung, wenn die Randbedingungen so be- 
schaffen sind, daß U — zum Beispiel in der Form U = U(x) — nur von 
einer einzigen Koordinate abhängt. In diesem Falle ist das Randwert. 
problem elementar lösbar, wie in [324] gezeigt wird. Die einzelnen Poten- 
tiallächen sind dann Flächen x = konst, die von der x-Achse senkrecht 
durchstoßen werden. In anderen Fällen sind die Randbedingungen so be- 
schaffen, daß das Potential U= U(x,y) nur von zwei Koordinaten, 
nämlich & und y, nicht aber von 2 abhängt. Dieser Fall wird in [325] 
behandelt. Beim Lösen der Randwertaufgabe leisten die sogenannten 
konformen Abbildungen der Theorie komplexer Funktionen mit komplexen 
Argumenten wertvolle Hilfe. Oft aber ist 
eine exakte Lösung nicht möglich, und man 
ist darauf angewiesen, die Randwertaufgabe 
durch Näherungsmethoden zu behandeln. 
Das gleiche gilt in noch höherem Maße bei 
dreidimensionalen Problemen, solchen also, 
bei denen U= U(x,y,2) von allen drei 
Koordinaten abhängt. Sofern die experimen- 
telle Anordnung und die mit ihr zusammen- 
hangenden or on Abb. 323.1. Qualitative Angabe 
gradiger Symmetrie sind, ist es gelegent- on Eeldlinien (J und Potential- 
lich möglich, exakte Lösungen zu finden. flächen (---) für Abb. 321 
Solche Beispiele wurden in [31] behandelt. 


Besonders wenn die gegebene elektrische Anordnung Leiterflächen mit 
konstantem Potential enthält, ist es bei einiger Übung leicht möglich, die 
Potentialflächensehar qualitativ zeichnerisch anzugeben. In Abb. 323.1 
zum Beispiel ist eine zu Abb. 321 gehörige Potentialflächenschar ein- 
getragen. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Leiter eine zylindrische Form 
senkrecht zur Zeichenebene besitzen. Die Potentialflächen müssen überall 
so liegen, daß sie von den Stromlinien des &-Feldes senkrecht durchstoßen 
werden. 


Eine andere Methode zur Lösung der Randwertaufgabe besteht darin, 
außerhalb des Gebietes (und damit auch im Inneren der Leiter von 
Abb. 323.1) Scheinladungen so anzubringen, daß deren Potential 

nn ) 


4rne|t—v| 


die geforderten Randeigenschaften (2) besitzt. Da sich die Scheinladungen o, 
voraussetzungsgemäß nur außerhalb des betrachteten Gebiets befinden, 
bleibt Gleichung (1) nach wie vor erfüllt. Einfache Beispiele für diese 
Methode sind in [312] bei der Untersuchung von Feldverteilungen in 
Leiternähe bereits behandelt. Die Verteilung der Scheinladungen o, (r’) muß 
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dabei so lange verändert werden, bis die Randbedingungen (2) erfüllt 
sind. 

Bei dieser Methode gibt es sehr viele verschiedene Scheinladungs- 
anordnungen, die im betrachteten Gebiet alle die gleiche Potentialverteilung 
besitzen. So genügt es bei Anwesenheit von Leitern zum Beispiel, nur 
die Leiteroberfläche allein mit Scheinladungen zu belegen. In diesem Falle 
stimmt die Verteilung der Scheinladungen mit der wahren, durch o({r‘) 
beschriebenen Oberflächenladung überein. Eine systematische Behandlung 
der Randwertaufgabe erhält man dabei durch das nachfolgende Ver- 
fahren: Zunächst werden alle Leiterflächen mit konstanter Ladungs- 
dichte a belegt. Dann wird durch (3) bzw. ein entsprechendes Flächen- 
integral das durch diese Ladungsverteilung hervorgerufene Potential be- 
rechnet. Die zugehörige Feldstärke & besitzt dann allerdings Tangential- 
komponenten 6, an den Rändern der Leiter. Die Stromlinien treten also 
nicht wie gefordert senkrecht aus dem Leiter heraus. Nun verschiebt man 
die einzelnen Ladungen an der Leiteroberfläche so lange in Richtung von 
G,, bis die Stromlinien senkrecht aus der Leiterfläche heraustreten. Damit 
ist die Lösung der Randwertaufgabe gefunden. Bei dieser Methode der 
sukzessiven Verbesserung von Lösungen leistet auch der in diesem Ab- 
schnitt dargestellte KIRCHHOFFsche Satz oft wertvolle Dienste. 


Schließlich ist es möglich, die Extremaleigenschaft des Integrals (322.2) 
zum Aufsuchen von Näherungslösungen zu verwenden. Zunächst wird 
für das gesuchte Potential ein Ansatz 


U=Ult Ps...) (4) 


gemacht, der die Randbedingungen (2) erfüllt, nicht aber die Potential- 
gleichung (1). Die in (4) angesetzte Funktion enthält außerdem noch mehrere 
frei wählbare Parameter «, ß, .... (4) bedeutet also eine ganze Schar ver- 
schiedener Funktionen. Nunmehr wird zu dieser gegebenen Funktionen- 


schar das Integral ; ätg 
j RL o 


gebildet. J ist dann eine Funktion der frei wählbaren Parameter. Danach 
soll über die Parameterwerte in (4) so verfügt werden, daß diese Funk- 
tion der LapLaczschen Differentialgleichung (1) möglichst gut genügt. 
Nach (322.5) aber ist diese Forderung gleichwertig damit, daß das Integral (5) 
durch entsprechende Wahl der Parameter zum Extremwert gemacht wird. 
Das führt also auf die Gleichungen 

0J 0J 
IE = 0) OB ——— 0 Ba (6) 
die als Bestimmungsgleichungen für die Zahlenwerte der Parameter «, ß,... 


angesehen werden können. Damit stellt (4) eine Näherungslösung der 
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Randwertaufgabe dar, weil diese Funktion voraussetzungsgemäß die Rand- 
werte (2) exakt befriedigt und weil sie weiter die Differentialgleichung (1) 
näherungsweise erfüllt. 


Schließlich soll noch der KırcHauorrsche Satz abgeleitet und besprochen 
werden, ein Satz, der bei der näherungsweisen Behandlung von Rand- 
wertproblemen oft wertvolle Hilfe leistet. Zunächst wird die inhomogene 
Lösung @ der Differentialgleichung 


—AG(r) = ö(k) Gl) =- (7) 


herangezogen. Sie folgt aus (221.9) als Poten- 
tial einer Punktladung af' 


e= alt) mit U=0QG(r)leo- 


Nun wird das Potential U(t) einer beliebigen 
Ladungsverteilung an irgendeinem Ort r im 
ladungsfreien Raum betrachtet. Umgibt man 
diesen Ort, wie in Abb. 323.2 gezeigt ist, mit Abb. 323.2. j 
einer willkürlich geformten, aber geschlossenen ne un 
Fläche, so läßt sich U(t) formal durch 


U) = far Wr) UW)=— [Aria —n] U (8) 


5 


darstellen, wobei sich die Volumenintegration über das gesamte von der 
Fläche umschlossene Volumen erstreckt. Das erste Gleichheitszeichen 
in (8) gilt auf Grund der allgemeinen Definition (131.17) der ö-Funktion, 
das zweite unter Verwendung von (7). 

Dieser Ausdruck wird zunächst um ein ohnehin verschwindendes Glied 
erweitert, dann als Divergenz dargestellt und schließlich in ein Oberflächen- 
integral überführt: 


UW)=--[drtd@) u’ (au) 
rer) 5 () 
- Harrer |: 


Das hinzugefügte Glied mit A’U’ in (9) verschwindet, da der betrachtete 
Raum ladungsfrei ist. Bei der Durchführung der Differentiation der eckigen 
Klammer in der zweiten Zeile entsteht die erste Zeile, die beiden zusätzlich 
entstehenden Glieder kompensieren sich. Bei der dritten Zeile in (9) wurde 
lediglich der Gausssche Satz benutzt. Entgegen (135.8) soll hier df ins 
Innere des Volumens weisen; daher rührt der Vorzeichenwechsel. 
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Das Potential im ladungsfreien Raum genügt somit der Gleichung 


uo-gpar |?) 7) 0er). (10) 


on’ 


df’ bedeutet den Betrag des Flächenelements und 0/9n’ die Komponente 
des Gradienten in Normalenrichtung der Fläche: 


di=dfn n 2 2 


dr Om 


(11) 


Sind also U und OU/dn auf einer geschlossenen Fläche bekannt, so wird 
durch (10) der Wert des Potentials in ihrem Innern eindeutig festgelegt. 


Man muß sich allerdings vor Augen halten, daß (10) keinesfalls eine 
Lösung des Randwertproblems (321.4) darstellt, denn U’ und OU’/dn’ 
können, den dortigen Ausführungen entsprechend, nicht unabhängig von- 
einander vorgegeben werden, sondern nur eine dieser beiden Größen. Die 
andere dagegen kann nur aus der Lösung des Randwertproblems selbst 
entnommen werden. Um also (10) wirklich anwenden zu können, müßte 
man die Lösung des Randwertproblems bereits kennen. Jedoch läßt sich 
(10) für die Durchführung von Näherungsverfahren oftmals mit Erfolg 
verwenden: Ist zum Beispiel das Potential U am Rande des Integrations- 
volumens in (10) vorgegeben, so kann man es im Innern näherungsweise 
berechnen, indem man (10) verwendet, aber den zweiten Term der Glei- 
chung fortläßt. Damit erhält man überall im Innern eine Näherungs- 
lösung, also auch in der Nähe des Randes. Sie erlaubt, einen Näherungs- 
wert von OU’/On’ zu bestimmen, der sich in (10) einsetzen und zu einer 
verbesserten Berechnung von U(r) verwerten läßt. Auf diese Weise kann 
man versuchen, durch mehrfache Wiederholung des Verfahrens die Rech- 
nung schrittweise zu verbessern. 


324 Eindimensionale Probleme 


Das allgemeine Randwertproblem kann sich bei besonderen Symmettrie- 
eigenschaften der räumlichen Anordnung erheblich vereinfachen. Sind 
die Ladungen g wie auch die Randflächen so angeordnet, daß beide nur 
von x, nicht aber von y und z abhängen, so vereinfacht sich die Potential- 
gleichung zu EU __ 0) AN 
da? i 


En 


Die Lösung dieser Gleichung entsteht durch zweifache Integration über x 
und liefert für die allgemeinste Lösung U(x) eine Funktion mit zwei 


Integrationskonstanten. ER? 


U) =— [da’[ dr” o@)+Ac+B. (2) 


€ 


[325] 32 Berechnung von Potentialverteilungen 109 
Betrachtet man (1) und (2) als eindimensionales Problem, so besteht hier 
der ‚Rand‘ nur aus zwei Punkten rechts und links auf der x-Achse. Die 
willkürliche Vorgabe von U an diesen beiden Punkten wird durch ent- 
sprechende Wahl der Integrationskonstanten A und B erfüllt. 


Im ladungsfreien Raum ist die Lösung einfach 
U=Ax+B, (3) 
mit A und B als Integrationskonstanten. Für 0 = oö(x) erhält die Lösung 
an der Stelle x= 0 einen Knick, denn in diesem Falle 
EU . ö(&) 
re ee (4) 


€ 


liefert die Integration, falls der Integrationsweg durch die Fläche x = 0 
führt, AU ( du E s 
(% ), ds = a) 


Hier steht auf der linken Seite von (5) die Differenz der Steigungen rechts 
und links vom Knick, und auf der rechten Seite bedeutet o die auf der 
Fläche x = 0 gleichmäßig verteilte Ladung pro Flächeneinheit. (5) ist eine 
Verallgemeinerung von (311.7). 


325 Zweidimensionale Probleme 


Bei ebenen Problemen hängen Rand- und Ladungsverteilung von x 
und %, nicht aber von 2 ab. Im ladungsfreien Raum lautet die Potential- 
gleiehung dann 32 92 

| st ==) U=0. N) 
Die Potentialflächen einer Lösung von (1) stellen hier eine Kurvenschar in 
der x, y-Ebene dar. Sie werden senkrecht von den Stromlinien der Feld- 
stärke durchlaufen, die sich im zweidimensionalen Falle ebenfalls durch 
eine Kurvenschar V (x, y) = konst. darstellen lassen. 


Die Bedingung dafür, daß die Kurven sich überall senkrecht schneiden, 
lautet ar av 


Rad (2) 


denn die Gradienten besitzen ja die Normalenrichtungen der zugehörigen 
Flächen (hier auch einfach Kurven!) und müssen ebenfalls, wie Abb. 325.1 
zeigt, aufeinander senkrecht stehen. Dabei enthalten die in (2) auftreten- 
den Vektoren natürlich nur die x- untl y-Komponenten, während die 
2-Komponenten voraussetzungsgemäß verschwinden. Ein Maß für die 
Stromliniendichte ist |$V/Or|. Diese Stromliniendichte soll entsprechend 


110 3 Elektrizität in Substanzen [325] 


den Konventionen von [134] zur Feldstärke proportional sein, die ihrer- 
seits durch |dU/dr| repräsentiert wird. Diese Bedingung wird durch die 


Forderung ovıe Jaunız 
(38) > (ar) 


(8) 
erfüllt. 
Während U durch die Potentialgleichung sowie die entsprechenden 


Randbedingungen des Problems gegeben ist, wird V durch die Bedingungen 
(2) und (3) festgelegt, die in Komponenten lauten: 


or au  ovr au _ 
O5 day og 


ovı2 /ovı2 /ouv\» ou 
Ener ne 

Aus diesen Gleichungen folgt durch 
Elimination von (9V/dy)? 


ea © 


\ 


0 


(4) 


a 


Du 
°% 


x 


Abb. 325.1. Potentialflächen (---) und Abb. 325.2. Die Richtung der Gradien- 
Stromlinien (—) bei ebenen Problemen ten IV /ör und HU/ör 
(Beispiel: elliptischer Zylinder) 


Gleichung (5) und die erste von (4) besitzen zusammen nur die beiden 
Lösungen 

at rin (6) 
Soll die durch Y repräsentierte Stromlinienschar so beschaffen sein, daß 
sie im Falle U = x in V = y übergeht, daß also die Richtungsbeziehungen 


von Abb. 325.2 erfüllt sind, so kommt nur das obere Vorzeichen von (6) 
in Betracht, d.h. es müssen die Gleichungen 


ar u (7) 


zwischen U und Y erfüllt sein. 
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Das Aufsuchen von Funktionen U und V, die den Bedingungsgleichungen 
(7) genügen, wird wesentlich durch die Ergebnisse der Theorie komplexer 
Zahlen und Funktionen erleichtert (über komplexe Zahlen siehe [531]). Mit 


We) = Wie + jy) = Ula.y) +jV a, y) (8) 


als einer komplexen Funktion der komplexen Variablen z= x-+jy ist 
eine Funktion definiert, die jedem Punkt der z-Ebene einen Punkt einer 
anderen Ebene, der W-Ebene, zuordnet. Unter allen denkbaren Funk- 
tionen (8) werden diejenigen als regulär-analytische Funktionen bezeichnet, 
deren komplexer Differentialquotient eindeutig, das heißt richtungs- 
unabhängig ist. Diese Funktionen müssen also z. B. die Eigenschaften 

daW 0oW oW 

dz 6x joy (9) 


besitzen, denn ihr Differentialquotient soll voraussetzungsgemäß unab- 
hängig von der Richtung des komplexen Vektors dz sein. Also muß für dz 
sowohl dx als auch in senkrecht dazu befindlicher Richtung jdy gesetzt 
werden können. 


Schreibt man die im letzten Gleichheitszeichen von (9) enthaltene Be- 
dingung ausführlich, so lautet Sie 


ou .ovr ov7 .oU 
EFT Fe Te (10) 


Diese komplexe Gleichung enthält in Realteil und Imaginärteil die beiden 
Aussagen (7), die in der Funktionentheorie als CaucHy-RiEmAannsche 
Differentialgleichungen bezeichnet werden. Eine unmittelbare Folge von (7), 
wie man durch Differenzieren und Vergleichen leicht feststellt, ist die 
Gültigkeit der zweidimensionalen Potentialgleichungen 


AU=0 AV=0 (11) 


für U und V einzeln. Im zweidimensionalen Falle läßt sich also das Rand- 
wertproblem auf ein funktionentheoretisches Problem zurückführen. Statt 
eine Lösung der Potentialgleichung zu suchen, suche man unter der Klasse 
der regulär-analytischen Funktionen diejenige heraus, die die Randbedin- 
gungen des betreffenden physikalischen Problems befriedigt. Dann stellen 
Real- und Imaginärteil U und V die Kurvenscharen des Potentials und 
der Stromlinien dar. 


Im Rahmen der sogenannten konformen Abbildung sind in der Funk- 
tionentheorie umfangreiche Funktionenklassen untersucht worden, die zur 
Lösung zweidimensionaler Potentialprobleme herangezogen werden können. 
Zum Beispiel sei neben irgendwelchen Punktladungen (Singularitäten der 
analytischen 'Funktion) eine beliebig geformte, geschlossene Kurve als 
Leiterform gegeben, auf der U(z)= U, gelten soll. Für alle Punkte z 
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außerhalb der Kurve sei dann etwa U (z)< U, und für die inneren Punkte 
U(z)> U, (eventuell natürlich auch umgekehrt). Dann ist diejenige ana- 
lytische Funktion W(z) eine Lösung des Problemes, die von den Punkten 
der komplexen W-Ebene alle Punkte der Halbebene U>U, in solche 
Punkte der komplexen z-Ebene transformiert, die innerhalb der gegebenen 
geschlossenen Kurve U(z) = U, liegen. 


326* Kapazität zweier nichtkoaxialer Zylinder 
Die Überlegungen des vorigen Abschnitts sollen durch ein sehr ein- 
faches Beispiel bestätigt werden. Es wird die komplexe Funktion 
W=aln (cz) ce>o0 (1) 
betrachtet. Diese Funktion besitzt bekanntlich die Eigenschaft 
W=U+jV=a(lner +j9) z=rel?, (2) 


Sie repräsentiert also eine Potentialverteilung, deren Potential nur vom 
Abstand r vom Mittelpunkt abhängt. denn nach (2) ist 


U=olner. (3) 
In der Form 
U=-U,n-— (4) 


ist über « und c so verfügt, daß das Potential auf einem Zylinder r= R 
den Wert Null besitzt und auf dem Zylinder r=eR mit e= 2,718... 
den Wert U,. Die komplexe Funktion 


W=U,n— (5) 


enthält also die Lösung dieses Potentialproblems. 


Zur Anwendung der funktionentheoretischen Methode auf eine Kapa- 


zitätsberechnung wird die komplexe Funktion 
Wa=U+HV=-Unt,; (6) 
C>0, reell; U,>0, reell; 

betrachtet. Die Flächen U = konst sind Kreise in der komplexen z-Ebene, 

wie die Abb. 326 zeigt. Erhebt man Gleichung (6) in den Exponenten 

und geht zum Betrag über, so gilt 


et. —k= Ze. (7) 


Die Kurven mit konstantem U bzw. k genügen also der Gleichung 


[e-+yY#=-at’+t (8) 
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Dies ist eine Kreisgleichung, die sich auch in der Form 
@-b’+yY=r (9) 

darstellen läßt, mit 

und r=b®— (10) 

als Kreismittelpunkt b auf der reellen Achse und Radius r. Für k>1 


(k<]1l) erhält man also Kreise in der rechten (linken) Halbebene. Für k 
gilt nach (10) auch die Darstellung 


a_d+& _(b+0% _[db+L\ 
is ee BE — [2 | r ); (ıl) 
oder es läßt sich entsprechend 
rl mt Leber (12) 


auch durch 5 und r allein charakterisieren. 


An den Singularitäten 2= +{£ der Potentialverteilung (im dreidimen- 
sionalen Raum zwei parallele Geraden) befinden sich Ladungen +Q (auf 


Abb. 326. Die Darstellung von (7) in der komplexen Ebene 


= 


einer Strecke L verteilt). Die Ladung Q@ bei z= £ wird durch Integration 
über eine Fläche um 2=£ berechnet, mit 2-+ & = konst. und |2—£| 
= r—-0. Unter dieser Voraussetzung entsteht 


9--n fa] = Ent Uln-=2r.L0, (13) 


für die Ladung bei z= £. Hier bedeutet Z die Länge des Zylinders bzw. 
der geladenen Linie. L wird so groß gewählt, daß störende Einflüsse 
der Enden sich in der Gesamtbilanz nicht mehr bemerkbar machen. 


Zwei verschiedene nichtkonzentrische Kreise der komplexen Ebene von 
Abb. 326 mit U, und U, entsprechen nichtkoaxialen Zylindern, die ineinander 
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oder nebeneinander liegen. Damit U,< U, und entsprechend (7) auch 
kı< k, ist, muß der zu U, gehörige Kreis dichter an der Stelle z= [liegen 
als U,. Bei einer Zylinderlänge ZL ist die Kapazität dann 


; Q _ 2reg UL _ 2r&L 
€ U5:=0; RE A In kı/kg (14) 
Sie wird durch k, und k, charakterisiert. 
Für das Verhältnis k,/k, gilt nach (7) 
ar) (15) 


ka n\d+r] 


In Wirklichkeit sind aber nicht die Größen b,, b, und © gegeben, sondern 
die Radien r, und r, der Zylinder und ihr Achsenabstand d = b, — b,. Man 
entnimmt Abb. 326, daß 


d>0 oder d<—(n-+ rs) (16) 


gilt, je nachdem ob die Zylinder ineinander gestellt sind oder nebenein- 
ander liegen. Nach (12) gilt 
®=b—-n=b—-n (17) 
und infolgedessen 
(—b)=(b+b)(a—b)=n,—n- (18) 


Damit lassen sich b, und b, gemäß 

= bd=zd Fr) mt d=2i (m 
durch r,, r, und d ausdrücken. Für £ gilt mit (17) 

Pedin= (d+d? 4) = (+ Art). (20) 


Endgültig entsteht also für das Verhältnis k,/k, 


h_n|d-d+22 
kn |d+dr2t | = 
Darin sind d’ und 2 durch 
t- Ye Varta, dt (22) 


zu ersetzen. Die Kapazität zweier Zylinder ist durch die Gleichungen (14), 
(21) und (22) als Funktion der Größen r,, r, und d dargestellt. 


Natürlich ist in diesen Formeln auch die Kapazität zweier koaxialer 
Zylinder enthalten. In diesem Falle gilt d—0, d«— x, so daß (21) in 
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k,lkg = ra/r, übergeht. Damit entsteht der in (315.13) abgeleitete Ausdruck 
für die Kapazität. 

Für zwei parallele gleichgroße Zylinder im Abstand 24 = —d>0 wird 
zunächst r,=r,=r und daher d’=0. 2£ in (22) vereinfacht sich zu 


Y(2a)? — 4r?. (16) geht also in 
nd 2a +2L len (23) 
r r 


k, d+2C 2a—2E 2a— Y4a?—4r: 
über, und für die Kapazität entsteht der Ausdruck 
ge = (24) 


Een 


Dieser Ausdruck besitzt große Bedeutung als Kapazität einer parallelen 
Doppelleitung. 


Übungsaufgaben 


32.1. Man berechne die Kapazität zweier sehr langer, nichtkoaxialer Metallzylin- 
der nach (326.14). 


a)r=4cm, rn=10cm, d=2cm 
b) r, =r,=5cm, -d= —20 cm. 


32.2. Man berechne die Kapazität zweier Kugeln (R,, R,) in großem Abstand von- 
einander durch Anbringen von Scheinladungen. 


33  Elektrostatik in Substanzen 


Zusammenfassung: Alle Substanzen enthalten Elektronen. Diese sind beim 
Nichtleiter nur innerhalb der Atome und Moleküle beweglich. Daher induziert ein 
elektrisches Feld € im Molekül ein Dipolmoment p €. Die Polarisation BP = Xp ist 
die Dipoldichte der Materie. — Unsymmetrische Moleküle besitzen ein festes elek- 
trisches Dipolmoment. Im elektrischen Feld € ordnen sich die verschiedenen Dipole 
und erzeugen eine resultierende Dipoldichte B=Np — € in Richtung des Feldes. In 
beiden Fällen gilt BP = x,.,&, mit x, als der dielektrischen bzw. parelektrischen Sus- 
zeptibilität. Die zur Dipoldichte ® gehörige Ladungsverteilung ist 0 = —O P/dr. 
Die Feldgleichungen der Elektrostatik in Materie lauten 
ö c 
zer 5, x6=0 D=-gHC+RB P=x5€ 


unter Einführung eines elektrischen Hilfsvektors ®. Die Felder € und ® hängen über 
D=ee,® einfach zusammen. — Ist e=1+y, ortsabhängig, so wird das Problem 
der Feldberechnung sehr kompliziert. Ändert sich e sprunghaft längs irgendwelcher 
Grenzflächen, so wird es zu einem Randwertproblem. Die Feldenergiedichte in Sub- 
stanzen ist 7 = E&D/2. Im geladenen Kondensator wird das Dielektrikum (e> 1) ins 
Feld hineingezogen. 


9 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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331 Aufbau von Substanzen 


Die elektrodynamischen Erscheinungen sind im Innern von Substanzen 
andere als im Vakuum. Der tiefere Grund dafür ist in der Tatsache zu 
suchen, daß die Substanzen aus Molekülen und Atomen bestehen, die ihrerseits 
aus elektrisch geladenen Bestandteilen aufgebaut sind. Unter dem Einfluß 
elektrischer und magnetischer Felder geraten die Ladungen und magneti- 
schen Dipole der Substanzen in Bewegung. Im Gegensatz zu den in [2] be- 
schriebenen Erscheinungen, bei denen die Verteilung der Ladungen und 
magnetischen Dipole fest vorgegeben war, findet hier also eine Rück- 
wirkung der Felder auf die Ladungen statt, hervorgerufen durch die Kräfte, 
die die Felder auf die Ladungen ausüben, und durch die Beweglichkeit 
der letzteren, dadurch also, daß die Ladungen diesen Kraftwirkungen 
durch entsprechende Bewegungen nachgeben können. 


Um die Rückwirkungen der elektromagnetischen Felder auf die Ladungen 
und Dipole quantitativ zu beschreiben, ist es erforderlich, den Aufbau der 
Substanzen zu kennen, ihre atomare Struktur, wie auch die Gesetze, nach 
denen sich die atomaren Ladungen bewegen. Das ist ein weit gefaßtes, im 
Rahmen dieser Darstellung nicht durchführbares Programm. Es wird sich 
jedoch herausstellen, daß bereits stark vereinfachte und schematisierte 
Vorstellungen über den Aufbau von Substanzen ausreichen, um ihre wich- 
tigsten Eigenschaften qualitativ zu verstehen. 


Für die weiteren Ausführungen dieses Teils genügt die Kenntnis folgender 
Tatsachen: Grundbausteine einer Substanz sind die Moleküle. Ihre An- 


zahl beträgt 
| L = 6,025 - 10* | (1) 


pro Molkilogramm (LoscHMIDTsche Zahl). Sie sind ihrerseits aus Atomen 
aufgebaut, von denen über 90 verschiedene Arten in der Natur vorkommen 
und die sich nach einer Ordnungszahl Z=1,2,... unterscheiden. Die 
Masse des leichtesten unter ihnen, des Wasserstoffatoms (Z=1), ist dem- 
entsprechend sehr klein, nämlich 


mg = L’'"kg=10""kg. (2) 
Die Größe der Atome ist nicht sehr unterschiedlich, ihr Durchmesser be- 


trägt im allgemeinen einige 10-!° m. 1 m? fester Substanz, in der man sich 
die Atome dicht gepackt vorzustellen hat, enthält daher etwa 10°° Atome. 


Das einzelne Atom enthält einen sehr kleinen Kern von etwa 10-1!m 
Durchmesser, der fast die ganze Masse des Atoms und außerdem die 
positive elektrische Ladung Ze| besitzt. e ist die sehr kleine elektrische 


Elementarladung 
e= —1,602- 10°C. (3) 
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Der Kern wird von den sehr viel leichteren Elektronen umschwirrt, die 
alle die Ladung e und die Masse 


m = 
My = 7557 >10 kg (4) 
besitzen. Die Bewegung der Elektronen um den Kern erinnert an die 
Planetenbewegung um die Sonne. Die Ausdehnung der Elektronen ist 
auch nicht größer als diejenige des Kerns, so daß man sich also das Atom- 
innere im wesentlichen als leer vorzustellen hat. 


Im festen Körper haben die Atome eine bestimmte Ruhelage und führen 
nur, je nach ihrer Temperatur, kleine Schwankungsbewegungen um diese 
durch. Im flüssigen Aggregatzustand sind die Atome (oder auch die Moleküle) 
beweglich, obwohl ihre Dichte von derjenigen des Festkörpers nicht sehr 
verschieden ist. Sie befinden sich also im „Gedränge“. Im Gas dagegen 
sind die mittleren Abstände der Moleküle groß im Vergleich zu ihrem 
Durchmesser. Sie bewegen sich daher meist geradlinig und stoßen nur ge- 
legentlich zusammen, führen also zickzackförmige Bewegungen aus. 


Als Metalle werden solche Festkörper bezeichnet, in denen die Kern- 
anziehung nicht ausreicht, um die äußersten Elektronen im Atom fest- 
zuhalten. Diese Elektronen können sich deshalb nahezu frei im Metall be- 
wegen. Gelegentliche Zusammenstöße mit Atomrümpfen werden als Reibung 
behandelt. Bei Nichtleitern sind auch die äußersten Elektronen des Atoms 
gebunden. Sie können aber durch äußere elektrische und magnetische Felder 
noch im Atom verschoben werden. Für die nachfolgende Beschreibung 
genügt folgendes einfache Modell: Alle Elektronen bis auf eines werden 
zusammen mit dem Kern als eine starre, positiv elektrisch geladene, 
homogene Kugel angesehen, in der sich das letzte Elektron bewegen kann. 


Wie im Rahmen der Quantentheorie gezeigt wird, besitzt das Elektron 
ein magnetisches Dipolmoment: 


me >= 1,165 - 10° 2 Vsm. (5) 


Modellmäßig wird lediglich angenommen, daß die Atome bzw. Moleküle 
kleine magnetische Elementardipole enthalten, die aber in äußeren Feldern 
frei drehbar sind. 


332* Dielektrizität 


Der Einfluß freier Elektronen im Metall auf eine Feldverteilung wurde 
bereits in [31] behandelt, nämlich bei der Einstellung der Endzustände, in 
denen also jede Elektronenbewegung aufgehört hat. Die Strömung von 
Elektronen im Metall wird in [35] besprochen. Hier werden einstweilen 
nur Nichtleiter betrachtet, also Substanzen, in denen die Elektronen in 
ihren Atomen lokalisiert bleiben. Das einzelne Atom wird schematisch als 


g%* 
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homogen geladene Kugel vom Radius R und der Ladung |e| mit einem 
darin befindlichen punktförmigen Elektron der Ladung e dargestellt. Das 
Atom als Ganzes ist daher elektrisch ungeladen. 

Die homogen geladene Kugel, also der idealisierte Atomrumpf, erzeugt 
in ihrem Inneren nach (222.10) das elektrische Feld 


n rel Tl 
era £ M) 


das auf das Elektron als rücktreibende Kraft (e negativ) 
= eG; (2) 


wirkt. Das Elektron kann daher im Mittelpunkt der Kugel ruhen (das 
wird künftig vorausgesetzt), es kann sich aber auch wie ein dreidimen- 
sionaler harmonischer Oszillator nach den Gesetzen der Mechanik be- 
wegen. 

Neben dem elektrischen Feld (1) soll ein äußeres Feld & existieren, das 
auf das Elektron eine weitere Kraft ausübt. Das Elektron befindet sich 
an dem Ort r im Gleichgewicht, wo das äußere Feld & vom Innenfeld 
kompensiert wird, also an dem durch 
Berge 


4re, RB? 3) 


gegebenen Ort r. 
Hier befindet sich das Elektron also nicht mehr in der Kugelmitte. Das 
Atom als Ganzes besitzt daher ein Dipolmoment 
p=er=4r,RC=3.,06; (4) 


das vom äußeren elektrischen Feld & induziert wurde. Ö, = tr. R?/3 be- 
deutet das Volumen des Atoms oder Moleküls, in dem sich das Elektron 
frei bewegen kann. Mit N als der Zahl der Dipole pro Volumeneinheit 
erhält der Vektor 

BPeNP=3NEÖ,E (5) 


die Bedeutung einer Dipoldichte. Er wird als Polarisation bezeichnet. 
Zwischen ® und & besteht nach (4) und (5) der Zusammenhang 
P=r.&E- (6) 


X =3ND.<3. | (7) 


1/X ist das pro Molekül zur Verfügung stehende Volumen. X Ö, ist daher das 
Verhältnis von Molekülvolumen zu dem Volumen, das dem Molekül in der 
Substanz zur Verfügung steht. Bei dichtester Packung der Moleküle ist 
ND,=1. Für x,, in (7) sind daher höchstens Werte von der Größenord- 
nung 1 zu erwarten. 


Der Vergleich ergibt 
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Genauere Überlegungen in [337] zeigen, daß Gleichung (6) nur näherungs- 
weise, nämlich für «<1 gilt, im übrigen aber durch 


P=7&EC x = 3x3 — %) (8) 


ersetzt werden muß. Der Proportionalitätsfaktor x ist, genau wie x, dimen- 
sionslos. Er wird als dielektrische Suszeptibilität bezeichnet. Betrachtet 
man die in nebenstehender Tabelle 332 zusam- 
mengestellten Meßwerte von x,, so stellt sich her- 
aus, daß viele Meßwerte sich den größenordnungs- 


mäßigen Erwartungen von (7) durchaus an- a 


passen, Die letzten drei Substanzen der Tabelle 


Tabelle 332. Die elek- 
trische Suszeptibilität 


dagegen liefern sehr viel größere Werte für x,. ea 0 in 
Die in diesen Substanzen beobachtete Polarisation So, 0.01 
muß daher auf andere Ursachen zurückgeführt Petroleum 1 
werden als auf die hier beschriebene dielektrische ne . 
A P ? R thylalkoho 
A Sie werden im folgenden Abschnitt Methylalkohol 29 
Wasser 80 
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Manche Moleküle und Atome besitzen eine unsymmetrische Anordnung 
der inneren Ladungen. Ihr durch (224.10) definiertes Dipolmoment 


p=fdret IPI= Po» (1) 


mit o(t) als der Ladungsdichte von Kern und Elektronen hat auch ohne 
äußeres Feld & einen von Null verschiedenen Wert. Diese Dipole besitzen 
mit einem äußeren Feld & nach (233.3) die Wechselwirkungsenergie 


E=—pE. (2) 


Die Wechselwirkung zwischen p und E hat zur Folge, daß die Dipole p 
sich im Gleichgewicht parallel zum Feld € stellen (warum ?). Dem entgegen 
wirkt die Wärmebewegung, die man sich anschaulich als unrhythmisches 
Schütteln an den einzelnen Dipolen vorstellen kann. Überwiegt der Einfluß 
der Wechselwirkung (2), so ergibt sich ein resultierendes Dipolmoment in 
Feldrichtung €. Überwiegt dagegen der Einfluß der Wärmebewegung, 
so sind die Dipolrichtungen der einzelnen Moleküle statistisch verteilt und 
bilden kein resultierendes Moment mehr. Das Gesamtdipolmoment der 
Materie ist also temperaturabhängig. Es ist um so größer, je niedriger die 
Temperatur ist. 


Im thermodynamischen Gleichgewicht führt der ordnende Einfluß des 
äußeren Feldes & und der zerstreuende Einfluß der Temperatur zu ganz 
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bestimmten mittleren Werten für das Dipolmoment p. Die Komponente 
p L € verschwindet aus Symmetriegründen, weil neben € voraussetzungs- 
gemäß keine weitere Richtung ausgezeichnet ist. Der Mittelwert der Kom- 
ponente p || © läßt sich mit thermodynamischen Methoden berechnen. Wie 
die Thermodynamik lehrt, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Wechsel- 
wirkungsenergie (2) einen bestimmten Zahlenwert Z besitzt, 
E 
we, (3) 


mit ( als einer hier nicht weiter wichtigen Normierungskonstanten. Dabei 


bedeutet R 

k=-;=1,380. 10-# Ws/Grad (4) 
die Gaskonstante pro Molekül, die auch als BoLtzmannsche Konstante 
bezeichnet wird. Sie verknüpft zum Beispiel die mittlere kinetische Energie 
eines Teilchens mit der Temperatur 7 des Gases, in dem es sich befindet, 
durch die Gleichung 


(5) 


Aus dieser Gleichung läßt sich auch die mittlere Molekülgeschwindigkeit 
bei gegebener Temperatur entnehmen. 


Mit der Wahrscheinlichkeit (3) läßt sich das mittlere Dipolmoment, ge- 
nauer seine Komponente in Richtung der Feldstärke &, durch Mittelung 
über alle Raumwinkel berechnen. Der gesuchte Mittelwert ist 


zo 
ARE kr 
_ jan C=cosd, (6) 
faQe- er? 


mit d als dem Winkel zwischen p und E. Die Raumwinkelintegration kann 
durch 


” +1 
fa2 —2r [sinddd=2r [di (7) 
ö 1 
ersetzt werden, so daß (6) unter Verwendung von (2) in 
___ fültet 26 € 
P=m "Tarot = Im (8) 


übergeht. Die weitere Berechnung liefert 


1 
range [ae] nznftie || + (9) 
= 


mit « aus (8). 
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Das mittlere Dipolmoment des Moleküls im thermodynamischen Gleich- 
gewicht besitzt aus Symmetriegründen keine Komponente senkrecht zu €. 
Seine Komponente in Richtung von € ist nach (9) 


P=m[eotha——| =mL(e). (10) 


Die hier definierte Funktion L(«) wird als LaneEvinsche Funktion be- 
zeichnet und ist in Abb. 333 dargestellt. Die Entwicklung von (10) für 
kleine « liefert 


” 1 1 1 1 
P=m|-+2(1+(5-4)@®)+|=m$+ (m 
Sie besitzt für kleine und große « die Werte 
._,%]3 . a<l 
L(x)— 1 für , (12) 


& bedeutet nach (8) gerade das Verhältnis von Dipolwechselwirkung zum 
Temperatureinfluß. Ohne äußeres Feld ist « = 0. Mit wachsendem äußerem 
Feld wächst zunächst auch das Dipolmoment (10). Später wird die Kurve 
flacher, denn es tritt eine gewisse Sättigung ein: Wenn sich alle Dipole in 
Feldrichtung gedreht haben, kann das Dipolmoment auch mit zunehmender 
Feldstärke nicht mehr ver- ai 

stärkt werden. Die präzise, 
quantentheoretische Behand- 
lung dieses als Parelektrizität 
bezeichneten Phänomens führt 
auf Kurven, die qualitativ ge- 
nauso aussehen wie L(«) in 
Abb. 333, zum Teil aber mit, 
einem etwas steileren Verlauf 5 m) 
(bis zu «& statt «/3) für 
kleine « beginnen. 


ps=scnss Bra nike 


Abb. 333. Die Langevinsche Funktion 


Bei kleiner äußerer Feldstärke ist also 5 zu € proportional, und weil 
der Mittelwert keine Komponente senkrecht zu & besitzt, gilt auch 


2 
= für SE<KT. (13) 


Eine Substanz, deren Moleküle die hier beschriebenen festen Dipolmomente 
besitzen, weist somit bei nicht zu starken Feldern € die Polarisation 


P-Nd=Rn5E (14) 
auf. Die zugehörige parelektrische Suszeptibilität ist 
Xp 
Hp gokT" (15) 
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Wenn x,, nicht gerade sehr klein ist, muß es in (14) wieder durch x aus 
(332.8) ersetzt werden, wie in [337] bewiesen wird. Man erkennt auch an 
Gleichung (15), daß mit wachsender Temperatur 7 die statistisch be- 
dingte Unordnung überwiegt und keine Einstellung der Elementardipole 
mehr erfolgt, denn mit wachsendem T sinkt x,.. 


Ein Molekül mit dem Durchmesser a besitzt größenordnungsmäßig das 
Volumen O, a? und das Dipolmoment p, = jela mit e als der Elementar- 
ladung (331.3). Damit geht x,, in 

1 NO, me (16) 
über. Der letzte Faktor enthält das Verhältnis von Wechselwirkungsenergie 
zweier Ladungen im Abstand a zu Temperaturenergie kT. Bei Zimmer- 
temperatur T’=+300 °K und Moleküldurchmessern a = 1-.-2. 101° m liegt 
dieser Faktor zwischen 10 und 100. Der Vergleich mit (332.7) läßt für 
die parelektrische Suszeptibilität also bis zu 100mal größere Werte er- 
warten als für die dielektrische. 


334 Phänomenologische Beschreibung 


Die elektrische Feldstärke & wurde bislang durch die Gleichungen (213.10) 
und (214.5) im Vakuum bestimmt. Diese Gleichungen können auch bei 
Anwesenheit von Substanzen aufrechterhalten werden, wenn man unter 0 
nicht nur die makroskopischen Ladungen im bisherigen Sinne versteht, 
sondern zu ihnen noch die mikroskopischen, nämlich im atomaren Bereich 
der Substanz vorhandenen Ladungen, hinzufügt. Diese Gesamtladungs- 
dichte wird künftig mit 5 bezeichnet. Die Bestimmungsgleichungen des 
elektrischen Feldes 

PS; 


" ö 
Dr are 2) 
gelten dann auch bei Anwesenheit von Substanzen. Die Gesamtladungs- 
diehte setzt sich gemäß 

ö=0+0r (2) 


aus der gewöhnlichen Dichte o der makroskopischen Ladungen und einer 
Ladungsdichte op zusammen, die die Polarisierbarkeit der Substanz be- 
rücksichtigt. Beim Nichtleiter enthält op die Ladungen der atomaren 
Dipole, beschrieben durch die Polarisation der Substanz. Diese Ladungsver- 
teilung ist, wie in [224] näher ausgeführt wurde, 


n (3) 


0P = — dr’ 


mit ® als der Dipoldichte der Materie. 
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Aus den Gleichungen (1) bis (3) folgt nach Elimination von ö und op 
[) 
E+P)=e. @) 


Zur besseren Übersicht wird der elektrische Hilfsvektor ® eingeführt, der 
gelegentlich auch als „Dielektrische Verschiebung‘‘ bezeichnet wird. Mit 


diesem Vektor entstehen die Gleichungen 
(223 


D=-HC+B ae (5) 
für den Zusammenhang zwischen Ladungsdichte 0 einerseits und Dipol- 
dichte ® andererseits. 


In (1) bis (5) ist entsprechend Abb. 300 nur eine Seite des Problems 
enthalten, nämlich daß die atomaren Dipole der Materie ein elektrisches 
Feld hervorrufen. Die Rückwirkung des Feldes € auf die Polarisation ® 
dagegen wird nach (332.8) und (333.14) durch die Materialgleichung 


P=x%€ (6) 


beschrieben. Diese gilt, wie in den vorausgehenden Abschnitten gezeigt 
werden konnte, sowohl im dielektrischen als auch im parelektrischen Falle. 
Oft verzichtet man überhaupt auf die atomare Begründung der Glei- 
chung (6) und betrachtet sie als rein phänomenologisch gegeben, mit z, 
als einer durch das Experiment zu bestimmenden Materialkonstanten. 
Andererseits besitzt Gleichung (6) im Gegensatz zu den Gleichungen (1) 
bis (5) nur genäherte Gültigkeit. Das Verhalten vieler Substanzen läßt 
sich durch die einfache Gleichung (6) nicht mehr beschreiben, sondern 
unterliegt komplizierteren Zusammenhängen. In den Fällen aber, wo (6) 
erfüllt wird, müssen auch die elektrischen Feldvektoren & und ® zueinänder 
proportional sein. Der Vergleich von (5) und (6) zeigt die Gültigkeit von 


D=Ee,& e=(l+%)>1. (7) 


Die hier eingeführte Größe e wird als Dielektrizitätskonstante bezeichnet. 


335  Grenzbedingungen für die Feldstärke 
Bei Einführung des elektrischen Hilfsfeldes ® durch 


2=-nC+P| (1 


erhalten die Bestimmungsgleichungen des Feldes & von (334.1) die Form 


03) ö 
El Gexe=0| D=elr) EC. (2) 
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In diesen Gleichungen ist die Rückwirkung des Feldes auf die Dipolver- 
teilung in der Materialgröße e(t) enthalten. Ist der gesamte betrachtete 
Raum gleichmäßig mit einheitlicher Substanz erfüllt, so gilt in (2) e(r) = 
konst. In diesem Falle ist die Aufgabe der Feldberechnung bei gegebener 
Ladungsverteilung nicht schwieriger als im Vakuum. Es gelten alle dortigen 
Formeln mit ee, statt e,. Sehr schwierig ist das Problem dagegen, wenn 
e=e(r) eine beliebig vorgegebene Funktion des Orts ist. Es entsteht 
dann bei anwesendem Feld & überall im Raum eine unterschiedliche 
Polarisation ®, die das Feld € wieder- 
um beeinflußt. Allgemeine Aussagen 
über die Grundgleichungen (2) hinaus 
lassen sich dann nicht machen. Eine 
dritte Möglichkeit besteht darin, daß e 
gebietsweise konstant ist und sich nur 
an den Grenzflächen zwischen den Ge- 
bieten sprunghaft ändert. Dieser Fall 
ist von großer praktischer Bedeutung 
und wird im folgenden besprochen. 
Abb. 335.1. Integrationsgebiete in (3) Er tritt immer dort auf, wo mehrere 
homogene Medien vorhanden sind. 


Die Integration der ersten Gleichung von (2) über irgendein Volumen und 
der zweiten Gleichung über irgendeine Fläche ergibt 


Haid=Q ddre=0. (3) 
Q bedeutet die umschlossene makroskopische Ladung und wird hier gleich 


Null gesetzt. Die durch Polarisation ® hervorgerufene Ladung ist nach (1) 
definitionsgemäß nicht in Q, sondern in ® enthalten. 


Die erste der Gleichungen (3) wird jetzt für ein Volumen betrachtet, das 
gemäß Abb. 335.1a rechts und links eine Fläche F der Trennwand eng 
umschließt. Zum Flächenintegral tragen nur die beiden eingezeichneten 
Normalkomponenten bei und liefern 


D=D!. (4) 
Die Normalkomponente des Vektors ® ist also an der Grenzfläche stetig. 
Unter Verwendung von (2) folgt daraus für die Normalkomponente von € 

dd=Lhe, (5) 
also eine sprunghafte Änderung. 


Als nächstes wird nach Abb. 335.1b ein geschlossenes Wegstück kon- 
struiert, das sich über eine Länge L links und rechts dicht an die Grenz- 
fläche anschließt. Die Integration längs dieser Kurve liefert in der zweiten 
der Gleichungen (3) 

8 _® 


e € 
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Die Tangentialkomponente des Vektors & ist an der Grenzfläche also 
stetig, die von ® unstetig. 


Das Verhalten der Normal- und Tangentialkomponenten von ® und G, 
beschrieben durch die Gleichungen (4) bis (6), ist in Abb. 335.2 unter der 
Voraussetzung &’< €” dargestellt. ©, ist rechts größer als links. €, dagegen 
ist rechts kleiner als links, und zwar gerade in einem solchen Verhältnis, 
daß, wie ja auch Gleichung (2) fordert, die Vektoren € und ® rechts 
und links der Trennfläche parallel bleiben. 


v f 
yt 
(2 4 
a) 
Abh. 335.2. Verhalten von Eund D beim Abb. 335.3. In der Grenzfläche hat € 
Durchgang durch eine Grenzfläche Quellen, ® nicht 


Der Sprung der elektrischen Feldstärke &, an der Grenzfläche wird durch 
Oberflächenladungen Q’ hervorgerufen, die zur Dipoldichte ® gehören. Bei 
Verwendung von (2) und (3) gilt die Gleichung 

afbais-ane Hrn (d-1)Eir=0. m 


er 


Daraus ergibt sich o zu 
0o-G-al—)e. (8) 
Q’ ist dann die auf der Fläche F in Abb. 335.1a vorhandene Ladung. Als 
Flächenladung kann daher 
= (#5) D, (9) 


el 
angesehen werden. 

Die Situation wird in Abb. 335.3 veranschaulicht. Ist das Feld G, 
nach rechts gerichtet, so wird es durch weiter links liegende positive 
Ladungen hervorgerufen. Das hat in der Substanz eine solche Dipol- 
orientierung zur Folge, daß sich an der Grenzfläche negative Flächen- 
ladungen, beschrieben durch (9), bilden. Die Zahl der elektrischen Feldlinien 
muß daher rechts von der Grenzfläche kleiner sein. Das D-Feld dagegen 
besitzt an dieser Fläche definitionsgemäß keine Quellen, seine Stromlinien- 
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zahl bleibt an der Grenzfläche konstant. Die Stromliniendichte wächst 
lediglich infolge der Richtungsänderung von ®, wie aus Abb. 335.3 zu 
ersehen ist. 


336 Berechnung einer Feldverteilung 


In dem besonderen Falle, daß € (r) gebietsweise konstant ist und nur an 
bestimmten Grenzflächen seinen Wert sprunghaft ändert, läßt sich die 
Feldberechnung als ein Randwertproblem behandeln. Unter Einführung 
des Potentials U treten an die Stelle der Gleichungen (335.2) die Gleichungen 


€E= — —— —E,AU=0. (1) 


Lediglich an den Grenzflächen, an denen e seinen Wert sprunghaft ändert, 
gelten diese Gleichungen nicht, sondern es Müssen die in (335.4 bis 6) 
vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt werden. Die Randbedingung 
(335.6) sorgt jedoch dafür, daß die Wirbelfreiheit von & auch an den 
Grenzflächen aufrechterhalten bleibt. Sie bedeutet hier, daß sich die durch 
(1) definierte Potentialfunktion U an der Grenzfläche nicht sprunghaft 
ändern darf, weil sonst die Normalkomponente von € unendlich würde. 
Die in (335.4 und 5) enthaltene Randbedingung bedeutet für die Normal- 
komponente des Gradienten von U eine sprunghafte Änderung im Ver- 
hältnis g,/e,. Beide Randbedingungen zusammen 


(2) 


bestimmen also im Zusammenhang mit den Gleichungen (1) und gegebener 
Ladungsverteilung o(t) das Problem. 


In diesem Abschnitt soll die Aufgabe behandelt 
werden, für eine Punktladung @, die sich in der Nähe 
einer Grenzschicht befindet, die Feldverteilung zu be- 
rechnen. Diese Situation ist in Abb. 336.1 dargestellt. 
Dabei wird e,< e, vorausgesetzt. Das hat zur Folge, 
daß die Dipoldichte rechts von der Grenzschicht 
einen größeren Wert besitzt. Im Feld der Punkt- 
ladung @ drehen sich die Dipole so, daß die Grenz- 
fläche negativ aufgeladen wird. Dies hat beim Über- 
gang von links nach rechts einen Knick der Feld- 
Abb. 336.1. linien und eine Verringerung ihrer Dichte zur Folge. 


D-Feld einer Punkt- ; i 
ladung neben ebener Das durch Abb. 336.1 gegebene Problem ist ein 


Grenzfläche typisches Randwertproblem im Sinne der Gleichun- 
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gen. (1) und (2). Wegen der hochgradigen Symmetrie kann man versuchen, 
den Einfluß der geladenen Grenzschicht durch Ansetzen von Scheinladun- 
gen zu beschreiben. Nach dem qualitativen Feldlinienbild der Abb. 336.1 
wird auf der linken Seite das Potential U,(t) so beschrieben, als sei es 
durch die Ladungen Q und Q’ hervorgerufen, die sich in den Abständen a 
und a’ links und rechts von der Grenz- 
schicht befinden. Rechts von der Grenz- 
schicht dagegen wird versucht, die dor- 
tige Potentialverteilung U,(t) so zu be- 
schreiben, als seisie durch eine Ladung” 
hervorgerufen, die sich im Abstand a” 
links von der Grenzschicht befindet. 
Diese Annahmen führen für das Poten- 


e ; Abb. 336.2. 
tial U links und rechts zu den An- Erläuterung der Symbole in (3) 


sätzen 


u- lt eu 0 


ine, \ar ar Are er” 
Die Größen r, r’ und r” sind in Abb. 336.2 erklärt. 


Der Ansatz (3) für das Potential in beiden Halbräumen erfüllt unter 
allen Umständen die Gleichungen (1). Nun ist noch zu fordern, daß der 
Ansatz (3) an der Grenzfläche die Stetigkeitsbedingungen (2) erfüllt, die 
dort zu den beiden Gleichungen 


E32 Q’ Q” " Qa Q' a Q" a’ 


= 4 
&ro er, er r3 1° 73? (4) 


führen. Über die in (4) enthaltenen Größen a’, a”, Q' und Q” muß so ver- 
fügt werden, daß diese Gleichungen längs der gesamten Grenzschicht 
erfüllt sind. Es ist leicht einzusehen, daß diese Gleichungen mit den Werten 
a’ = a’ = a einfach erfüllt werden können. Diese Bedingungen bedeuten für 
Abb. 336.2, daß die Ladungen Q’ und 9’ sich rechts und links im Abstand 
a von der Grenzfläche befinden, Q” also am gleichen Ort wie Q. 


Unter der Voraussetzung @=a"'=a wird an der Grenzfläche in 
Abb. 336.2 r, = r,= r,, und die Gleichungen (4) gehen in 
9+0=..0" 9-9=0" (5) 


über. Dies sind zwei Bestimmungsgleichungen für die Scheinladungen, die 
also über 


geag mug (6) 


g+tE +8, 


mit der ursprünglichen Punktladung Q zusammenhängen müssen, um die 
Randbedingungen (2) des Problems zu erfüllen. 
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Die Betrachtung der Scheinladungen (6) zeigt, daß diese, wie zu erwarten, 
im Falle &, = g,, also im Falle, daß die Grenzfläche gar nicht existiert, in 
Q@' = 0 und Q’ = @ übergehen. Ist, wie in Abb. 336.1 und 2 vorausgesetzt, 
&< &,, so wird Q’ negativ, die Feldlinien werden also zur Symmetrieachse 
hin gekrümmt, in ähnlicher Weise wie in Abb. 313.1 beim elektrischen 
Leiter, nur nicht ganz so stark. Erst im Falle . — © wird 9 = —Q wie 
beim elektrischen Leiter. 


337 Einfluß des inneren Feldes auf die Suszeptibilität 


Wir betrachten in Abb. 337 eine ungeladene Substanz, in der den Glei- 
chungen 
8 _ 


D=:,6=-5C+R =0 ZXE-0 m 


A _ 


entsprechend gegebene Felder ® 
und € vorhanden sind. In einem 
Hohlraum (1, 2 bzw. 3) innerhalb 
der Substanz herrschen jedoch nicht 
die gleichen Felder wie in der Sub- 
stanz selbst. Im Falle eines sehr 
langen Schlitzes als Hohlraum, der 
quer zur Feldrichtung steht, wird 
das Feld im Innern des Hohlraums hauptsächlich durch die Randbedin- 
gung (335.4) bestimmt, daß die Komponente ®, am Rande stetig ist. 
Hieraus folgt 


GDC LK 


Abb. 337. Das Feld in Hohlräumen 
einer Substanz 


Dd,=8 ee (2) 
für die im Innern des Hohlraums 1 vorhandenen Felder €, und ®,. Befindet 
sich der Schlitz dagegen in Längsrichtung zum Felde, werden die Felder €, 
und ®, in seinem Innern vornehmlich durch die Randbedingung (335.6) 
bestimmt, daß die Komponente €, längs des Schlitzes stetig bleibt. Hieraus 


folgt 
T 
er 


& — € Dy = &&, — &E == (3) 


für das Feld im Innern des Hohlraums. 


Der Fall des kugelförmigen Hohlraums 3 von Abb. 337 liegt zwischen 
den beiden Extremen 1 und 2. Für das elektrische Feld €, in seinem Innern 
kann daher der Ansatz 


&=-[1l+ae—- DJE=F mit 0<a<l (4) 


gemacht werden. Dieses Feld wird als inneres Feld mit % bezeichnet. Auf 
ein Molekül im Innern einer Substanz mit den Feldstärken (1) wirkt nach 
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diesen Ausführungen nicht das Feld € (zu dem das Molekül ja selbst bei- 
trägt), sondern das Feld %, das durch die umgebende Substanz allein, 
d. h. ohne das betrachtete Molekül hervorgerufen wird. Die Bestimmung von 
® ist kein echtes Randwertproblem, wie die anschließende Rechnung zeigt. 


Zunächst betrachten wir das von einer homogen geladenen Kugel erzeugte 
und von (222.12) her bekannte elektrische Feld 


ee > &, Q 2 


73 nz FB 
4reg. Try 4reg T 


(5) 


innerhalb und außerhalb der Kugel. Mit diesen Gleichungen ist es leicht, 
das Feld einer homogen polarisierten Kugel zu berechnen. Wir denken uns 
diese ‘aus zwei homogen geladenen Kugeln mit den Ladungen +9 ent- 
standen, deren Zentren sich bei +a/2 befinden. Die Dipoldichte dieser 
Kugel ist dann 

p» _ 39a 


#- OU (6) 


Hier ist p das Gesamtdipolmoment, OÖ = 4rr}/3 das Kugelvolumen. Außen 
läßt sich zur Berechnung von € jede der beiden Kugeln durch eine Punkt- 
ladung ersetzen, und wir erhalten wie in (223.11) das elektrische Feld €, des 
Dipols p. Innerhalb der Kugel bekommen wir & aus zwei Termen €, von (5), 
bei denen der Koordinatenursprung von 0 nach +a/2 verschoben ist. 
In (5) muß daher r gemäß 

r>rTaj/2 (7) 


ersetzt werden, und für das Feld im Innern der homogen polarisierten Kugel 


entsteht 
&= or le a2) — (+ 2] - = 8 


4reon, 39 


Es ist also konstant. 


Das Feld & im Innern einer Substanz zerlegen wir jetzt entsprechend 
l 1 
E--z-B+|e+5. 8 9) 


in zwei Teile. Den ersten Teil denken wir uns entsprechend (8) durch eine 
kugelförmige Umgebung der betrachteten Stelle hervorgerufen. Dann wird 
der zweite Teil durch die übrige Substanz bestimmt. Denken wir uns diese 
kugelförmige Umgebung herausgeschnitten, so bleibt im Hohlraum nur 
noch das vom zweiten Term (9) hervorgerufene innere Feld 
1 e—1 

3-&+7,8-|1+5-|e. (10) 

Der zweite Ausdruck entsteht mit (1) durch Elimination von ®. Der Ver- 


gleich mit (4) liefert den Wert « = 1/3 für den noch offengebliebenen Para- 
meter. 
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In [332] und [333] wurde die Polarisierung ® berechnet, die durch den 
Einfluß des elektrischen Feldes & auf einzelne Moleküle entsteht. Dabei 
ist insofern ein Fehler gemacht, als auf das einzelne Molekül in Wirklich- 
keit nicht &, sondern das innere Feld % von (10) wirken muß. Die früher 
in (332.6) und (333.14) berechnete Suszeptibilität x gilt also in Wirklichkeit 
für den Zusammenhang 


P=xr&% statt Pers. (11) 
Beim Einsetzen von (10) wird 
P-x(oC+z®) (12) 
oder nach Auflösung 
B=yo€ Ken (13) 


Nicht x, sondern x stellt die wirklich beobachtete Suszeptibilität dar, und 
die Dielektrizitätskonstante e ergibt sich zu 


3+2 
e=-1+4=5 


(14) 


Allerdings gelten auch diese Überlegungen nur, solange x < 3 bleibt. Für 
»<]1l wird y»x, und es gelten wieder die alten Formeln. 


338 Feldenergie des materieerfüllten Raums 


Die elektrostatische Energie einer im Vakuum durch Ladungen o(t) 
hervorgerufenen Feldverteilung E(r) ist nach (232.16) 


1 
B,=z [drs®. Ü) 


Umfaßt o (t) alle, auch die als Dipole an den Atomen vorhandenen Ladungen, 
so stellt (1) auch die elektrostatische Feldenergie bei Anwesenheit von 
Materie dar, in der nach den Gleichungen 


?=x%€ Dee (2) 


atomare Dipole induziert werden. 


Diese Feldenergie (1) besitzt aber unter der Voraussetzung (2) keine große 
praktische Bedeutung, da sie nur die bei starrer Dipolverteilung auftreten- 
den Kräfte beschreibt. Nach (2) aber ändert sich die Dipolverteilung mit 
dem Felde. Im dielektrischen Falle muß zur Angabe der Gesamtenergie 
also noch die zum ‚„Spannen“ der Dipole erforderliche Arbeit berücksichtigt 
werden, die nach |234|+p&/2 beim Einzeldipol beträgt. Im parelektrischen 
Falle wird durchschnittlich der gleiche Energiebetrag pro Dipol zu seiner 
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Orientierung benötigt, wie in [234] erwähnt wurde und in [S 253] bewiesen 
wird. Diese Energie wird in Wärme verwandelt. Sie wird beim Abschalten 
des Feldes wieder frei. 


Aus den dargelegten Gründen stellt 


E=/[drn n=2@4 5, RE-4 DE. (3) 


in jedem Falle die Gesamtarbeit dar, die aufgebracht werden muß, um in 
einer Substanz unter der Voraussetzung (2) eine bestimmte Feldverteilung 
&(r) und die zugehörige Dipolverteilung ®(r) zu realisieren. 


Zur Veranschaulichung des allgemeinen Ausdrucks (3) für die elektro- 
statische Feldenergie im materieerfüllten Raum sollen zwei einfache Bei- 
spiele gegeben werden: Als erstes wird der Fall betrachtet, daß sich überall 
im Raum Ladungen Q,; Qs, ... befinden, die zunächst im Vakuum ein be- 
stimmtes Feld € bzw. ® mit der Energiedichte 7 und der Gesamtenergie & 
erzeugen. Es erhebt sich die Frage, wie sich E ändert, wenn der gesamte 
Raum bei unveränderter Ladungsanordnung gleichmäßig mit Materie an- 
gefüllt, gewissermaßen ausgegossen wird. Nach Gleichung (334.5) ist der 
Vektor ® unmittelbar mit o und daher mit den gegebenen Ladungen Q,, 03. - 
verknüpft. Er ändert seinen Wert beim Übergang von e= 1zue >1 nicht. 
Die Energiedichte (3) wird daher in der Form 

=> DE=- ID (4) 


289€ 


betrachtet. Man entnimmt (4) unmittelbar, nämlich weil ® unverändert 
bleibt, daß die Gesamtenergie beim Eingießen der Materie von E in Ele 
übergeht, also ihren Wert verkleinert. Es wird bei diesem Vorgang 
demnach Arbeit gewonnen. Das einfließende Dielektrikum wird von den 
Ladungen angezogen. 


Als zweites wird eine Anordnung betrachtet, bei der sich ebenfalls an 
verschiedenen Stellen des Raumes Ladungen befinden. Diese sollen ihren 
Sitz auf elektrischen Leitern haben und durch das Anlegen von elektrischen 
Spannungen U,, U,,... hervorgerufen werden. Bleiben die Leiter an ihre 
Spannungsquellen angeschlossen, während, genau wie vorher, der Raum 
mit Materie e >1 erfüllt wird, so bleiben jetzt nicht die Ladungen auf den 
Leitern, sondern vielmehr die Spannungen U,, U,,... konstant und mit. 
ihnen zusammen die mit dem Potential U gekoppelte Feldstärke &. Man 
betrachtet in diesem Falle daher die Energiedichte in der Form 


= DE ZU. (5) 


10 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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In diesem Falle geht daher die ursprüngliche Energie EZ in eE über, sie 
nimmt also zu. Trotzdem kann man hieraus nicht schließen, daß in diesem 
Falle etwa das Dielektrikum eine Abstoßungskraft erfährt, weil das jetzt 
betrachtete System nicht mehr abgeschlossen ist. E stellt hier nur einen 
Teil der Gesamtenergie dar. Zu dieser gehört auch noch die Energie der 
Spannungsquellen. An einem konkreten Beispiel wird im nächsten Ab- 
schnitt gezeigt, daß auch beim Konstanthalten der Spannungen eine 
Anziehungskraft auf das Dielektrikum ausgeübt wird. 


339 Dielektrikum im Kondensator 


Die allgemeinen Überlegungen des vorangehenden Abschnitts sollen auf 
ein konkretes Beispiel angewendet werden. Betrachtet wird der Platten- 
kondensator von Abb. 339, in den sich ein Dielektrikum e >1 einschieben 
läßt. Nach (315.9) ist die Kapazität des Plattenkondensators 


F 
O=-L=2. (1) 


5b ist der Plattenabstand, F die Kondensatorfläche. Bei vorhandenem 
Dielektrikum zwischen den Platten wird lediglich &, 
durch ge, ersetzt. Ein Dielektrikum im Kondensator 
vergrößert also die Kapazität von C auf eC. Für 
die elektrostatische Energie des geladenen Konden- 
sators gilt nach (314.7) 


Ba Kg 
Abb. 339. Auch hier sieht man im letzten Ausdruck von (2), 
Dielektrikum im daß bei konstant gehaltener Ladung @ mit dem 


Plattenkondensator  Einschieben des Dielektrikums und der Vergrößerung 

der Kapazität von C auf eC die elektrostatische 
Energie E sinkt. Der erste Ausdruck von (2) zeigt, daß bei konstant 
gehaltener Spannung U (die Spannungsquelle bleibt angeschlossen) die 
elektrostatische Energie steigt. 


Die Kraftwirkung des Kondensators auf sein Dielektrikum wird zunächst 
bei konstant gehaltener Ladung untersucht. Bei einer Verschiebung des 
Dielektrikums in Abb. 339 um ein Stück dx nach oben ändert sich die 
Energie 


Q: 9 dc 
(dEW=d,r = 


u wer de—=—Kdx. (3) 
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Dabei sind Randeffekte, die von der Grenzfläche des Mediums sowie vom 
Rand des Kondensators herrühren, vernachlässigt. Der neben dx auf- 
tretende Koeffhizient 


(4) 


@ ac ve ac 
30 de 2 de 


stellt die Kraft in x-Richtung dar. 


Die wirkende Kraft hängt offenbar mit der von der Verschiebung dx 
hervorgerufenen Kapazitätsänderung dC zusammen. Die Gesamtkapazität 
ist 

F F 
e-alg+e2)- (5) 
F, ist der nicht vom Dielektrikum bedeckte, F, der bedeckte Teil der Fläche. 
Bei der Verschiebung dx bleibt die Gesamtfläche des Kondensators natürlich 
konstant. Es gilt daher 
F,+f,=F 


(6) 
ade=dF,=—dF,, 


mit a als der Ausdehnung des Kondensators von Abb. 339 senkrecht zur 
Zeichenebene. Die Kapazitätsänderung ist nach (5) und (6) 


&le— 1) 


40 =——z— ada (7) 
und die Kraftwirkung entsprechend 
U: ©(e—1)a 
a er. ” 


Das Dielektrikum wird also vom Kondensator mit der Kraft (8) angezogen. 


Als nächstes wird ein Kondensator betrachtet, bei dem eine angeschlossene 
Spannungsquelle dafür sorgt, daß U während der Verschiebung des Di- 
elektrikums konstant bleibt. Beim Verschieben des Dielektrikums um dx 
ändert sich dann die elektrostatische Energie um 

(dE)n=dE,— Kdx (9) 

Die Energieänderung setzt sich also zusammen aus der von außen hinzu- 
gefügten Energie 

dE,=UdQ dQ=UdCl, (10) 


die deshalb auftritt, weil sich mit der Veränderung von C bei konstantem 
U die an den Platten vorhandene Ladung Q@ ändern muß, und einem Bei- 
trag, der die von X verrichtete mechanische Arbeit enthält. Die linke Seite 
von (9) ist nach (2) mit konstantem U gleich U?d4C/2. Daher geht (9) unter 
Verwendung von (10) in die Gleichung 


U ac=V?dC—Kdx a1) 
10* © 
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über. Die Auflösung nach X liefert wiederum (4). Auch bei angeschlossener 
Spannungsquelle übt der Kondensator, wie man anschaulich erwartet, eine 
Anziehungskraft auf das Dielektrikum aus. 


Übungsaufgaben 


33.1. Die Dielektrizitätskonstante von Luft ist e = 1,0006. Was folgt daraus für die 
Größe der Luftmoleküle? 


33.2. Für Wasser ist 7,.= 3,65 - 10°? bei 150 °C und 760 Torr. Man be- 
stimme das parelektrische Moment p,. Wie groß müßte die elektri- Q, 
sche Feldstärke sein, damit ® 90% des Sättigungswertes erreicht? 

33.3. Man berechne die Kapazität nebenstehender Anordnung. 

33.4. Ein Kondensator mit d=5mm Plattenabstand ist teilweise in 
Öl (e=4) getaucht. Wie hoch steigt in ihm die Flüssigkeit, wenn Q, 
1kV an den Platten liegt? 


34  Magnetostatik in Substanzen 


Zusammenfassung: Wie in der Elektrostatik das Feld ®, so wird in der Ma- 
gnetostatik ein Hilfsfeld ® eingeführt, so daß die Gleichungen 
08 b} 


2 na 7,9 B=-WHHM M = mod 


für die Feldverteilung in Materie entstehen. Beim Dia- und Paramagnetismus 
wird die magnetische Dipoldichte M durch das Feld selbst induziert. Es gelten die 
Gleichungen (341.5 bis 7). Die Energiedichte des magnetischen Feldes wird 7 = 89/2. 
Beim Ferromagneten dagegen ist der Zusammenhang M($) nicht eindeutig, sondern 
von der Vorgeschichte abhängig. Es entsteht für den Zusammenhang M(H) die 
Hystereseschleife, die bei einmaligem Durchlauf den Arbeitsaufwand daH MR) 
erfordert, der mit dem Flächeninhalt dieser Kurve übereinstimmt. — Ein Stabmagnet 
wird durch seine konstante Dipoldichte M charakterisiert. Das $-Feld ist wirbelfrei 
und besitzt seine Quellen an den Enden des Magneten. Das ®-Feld dagegen ist quellen- 
frei und besitzt seine Wirbel am Mantel des Stabes. Die Berechnung erfoigt am ein- 
fachsten über das skalare magnetische Potential, aus dem zunächst & und anschließend 


8 folgt. 


341 Phänomenologische Beschreibung 


Das Verhalten von Substanzen unter dem Einfluß magnetischer Felder 
läßt sich unter der Annahme verstehen, daß diese Substanzen atomare 
magnetische Dipole m besitzen, deren Dipoldichte M von der Stärke dieser 
Dipole und der Verteilung der Moleküle abhängt. Die zugehörige Theorie 
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läßt sich auch hier in völliger Analogie zum elektrostatischen Feld (334.1 
bis 3) finden. Das Magnetfeld &$ genügt den Gleichungen 
\ ö 2 ö 
Bol — On x9=0, a) 
mit ö„ als der Magnetpoldichte. Da es aber, wie in [241] erwähnt, keine 
einzelnen magnetischen Pole gibt, sondern nur Dipole, kann diese Ladungs- 
verteilung ö„ durch 
n OM 


ersetzt werden. 


Auch hier empfiehlt sich wiederum die Einführung eines Hilfsfeldes, der 


magnetischen Induktion 
B=EHHHM; 8) 


mit der die Gleichungen (1) und (2) in 


08 _ 
or. 


0 —x9=0 (4) 


übergehen. Wird die magnetische Dipoldichte M durch das Magnetfeld 9 


induziert, so gilt 
| M = mod: | (5) 


mit x, als der magnetischen Suszeptibilität. In diesem Falle sind nach (3) 
auch die Vektoren B und 9 zueinander proportional: 


B=UuMd u=14 %m: (6) 


4 wird als magnetische Permeabilität bezeichnet. Für die magnetostatische 
Energie der Feldverteilung folgt in völliger Übereinstimmung zu den 
Ausführungen in [338] 


E=[den n=-HHEMH-28H. (7) 


Nach [234] ist MSH/2 wiederum die Dichte der inneren Energie der Dipole. 


Gerade bei den magnetischen Erscheinungen aber gibt es, wie die Aus- 
führungen von [343] über den Ferromagnetismus noch zeigen werden, 
Beispiele für Dipoldiehten M, die nicht, wie in (5), im Magnetfeld 9 indu- 
ziert werden, sondern auf Grund einer bestimmten Vorgeschichte der 
Substanz vorgegeben sind. Die Gleichungen (3) und (4) genau wie (1) und 
(2) gelten dabei natürlich nach wie vor, während (5) bis (7) dort nicht 
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gültig sind. Zur Berechnung von 9 wird wegen der Wirbelfreiheit dieses 
Feldes ein Potential V angesetzt, mit dem die Gleichungen (3) und (4) in 


Om 

man MAI=- (8) 
übergehen. Als Lösung der Potentialgleichung, und nach (8) somit gleich- 
zeitig als Lösung von 9, eignet sich (241.2), sofern keine besonderen Rand- 


bedingungen gegeben sind, und es wird 


REN dit: OMA) 
A) J4rw|rt—rV| 9 
dr’ ö HI any 0 1 
I E t—v/| al Av |r—r]| (9) 


-[ dr’ m ° 1 Na 
4rg av |vV—r]| 4ru|r— v/]® 
Die dritte Zeile dieser Gleichung geht aus der ersten durch partielle 
Integration unter Verwendung des Gaussschen Satzes, siehe (135.8), 
hervor. Im letzten Ausdruck setzt sich das Gesamtpotential aus den 


Potentialen der einzelnen magnetischen Momente — wie in (242.8) — 
zusammen. 


342* Dia- und Paramagnetismus 


Da in der Natur keine magnetischen Ladungen existieren, kann es auch 
atomar keinen Mechanismus geben, der ähnlich wie bei der Dielektrizität 
in [332] einen Diamagnetismus erzeugt. Trotzdem gibt es auch hier ato- 
mar induzierte Dipole, die analog zu (332.8) mit y=3x/(3—x) durch 


2 N e? ser It 5 
M = UpLamd Kam = 3 4r2,Mc? an 3 Nrg Zar (1) 


beschrieben werden. Die Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilität x, 
wird später in [436] nachgeholt. Hier soll nur kurz erwähnt werden, daß die 
in den Molekülen umlaufenden elektrischen Ladungen, wie in [416] be- 
sprochen wird, in gleicher Weise Magnetfelder erzeugen, als befänden sich 
dort magnetische Dipole. Kompensieren sich die durch die Elektronen- 
bewegung innerhalb eines Moleküls im einzelnen erzeugten magnetischen 
Dipole zu Null, so hat man noch einen weiteren Effekt zu beachten: Unter 
dem Einfluß eines äußeren Magnetfeldes werden die Elektronenbahnen 
verändert. Das verändert auch ihre magnetischen Dipolmomente, die sich 
nun nicht mehr kompensieren, sondern eine induzierte Magnetisierung 
entsprechend (1) hervorrufen. e und M sind darin Ladung und Masse des 
umlaufenden Elektrons, r? ist der quadratische Mittelwert vom Bahnradius 
des i-ten Elektrons. 
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Beachtenswert in (1) ist erstens das negative Vorzeichen von %4„ und 
weiter seine Größenordnung. Im Falle der Dielektrizität war die Sus- 
zeptibilität x. = 3NXO -a®. Der Atomradius ist etwa a = 10-!%m. Das 
ist auch die Größe von r, in (1). Jedoch der Faktor vor der Summe, der 
sogenannte klassische Elektronenradius r,, ist „= 101° m. Ein Vergleich 
für Atome mit 10 bis 20 Elektronen zeigt also, daß die diamagnetischen 
Erscheinungen größenordnungsmäßig um einen Faktor 10°? kleiner sind 
als die dielektrischen. 


Kompensieren sich die Dipolwirkungen der einzelnen Bahnelektronen 
im Atom nicht, so besitzt das Atom bzw. Molekül ein resultierendes ma- 
gnetisches Dipolmoment m, das im äußeren Magnetfeld 9 die Wechsel- 
wirkungsenergie 


E=—m$ (2) 


besitzt. Das Magnetfeld sucht daher, das Dipolmoment m parallel zu 9 
zu stellen. Dem wirkt jedoch die Wärmebewegung entgegen, und es entsteht 
genau die bei der Parelektrizität besprochene Situation, analog der im 
thermodynamischen Gleichgewicht bei nicht zu großen Feldern 9 ein 
mittleres magnetisches Moment 


_ _ 18 
n= 7,79 8) 
entsteht. Die zugehörige Magnetisierung ist daher 
Nm? 
I Be m v 
M-NMm = gckT MD: (4) 


Im Vergleich mit (1) liefert sie also eine paramagnetische Suszeptibilität, 
die durch Nm? 
u, „ 
Apm 3upkT (5) 

in Analogie zu (333.15) beschrieben wird. Wie dort ergibt eine Abschätzung, 
daß die Suszeptibilität im paramagnetischen Fall um einen Faktor 10—100 


größer ist als im diamagnetischen. 


343  Ferromagnetismus 


Einige Substanzen, wie Eisen, Kobalt, Nickel und verschiedene Le- 
gierungen, zeigen ein Verhalten, das sich weder dia- noch paramagnetisch 
erklären läßt: Bei hohen Temperaturen sind diese Substanzen noch stark 
paramagnetisch. Unterhalb einer Grenztemperatur (dem sogenannten 
CurIepunkt bei etwa 1000 °K) geht der direkte Zusammenhang (341.5) 
zwischen M und & verloren, die Substanzen werden ferromagnetisch. 
Zwischen der Magnetisierung /H=|M]| und einem in gleicher Richtung 
liegenden magnetischen Feld H=]|$| besteht ein Zusammenhang M(H), 
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der durch die in Abb. 343 dargestellte sogenannte Hysteresekurve wieder- 
gegeben wird. Beim Einschalten des Feldes H wächst zunächst MH. 
Mit wachsendem Feld +} jedoch nimmt HM weniger stark zu, es entsteht 
eine gewisse Sättigung. 

Nun zeigt sich etwas Besonderes: Beim allmählichen Abschalten der 
Feldstärke H nimmt MH nicht mehr in dem Maße ab, als man das nach dem 
ersten Kurvenast, der sogenannten jungfräulichen Kurve, erwarten sollte. 
Der Ferromagnet zeigt einen remanenten Magnetismus, das bedeutet, daß 
man auch für {= 0 noch Werte /# >0 beobachtet. Erst unter dem Einfluß 
eines Gegenfeldes #< 0 wird M=0 und anschließend negativ, bis auch 
dort eine Sättigung erreicht ist. Ändert das Feld + nun wieder seine Werte, 
so folgt der Zusammenhang //(#) dem unteren Ast der Hysteresisschleife. 


Eine Deutung dieses Zusammenhanges /H (FH) ist auf der Grundlage rein 
statistisch thermodynamischer Überlegungen nicht ohne weiteres zu 
erhalten. Das anfängliche Ansteigen und die nachfolgende Absättigung 
lassen sich noch mit den Voraussetzungen des Paramagnetismus erklären. 
Der beim Abschalten des Feldes + übrigbleibende remanente Magnetismus 
jedoch zeigt, daß die Elementardipole der Substanz eine Vorliebe dafür 
zeigen, in ihrer einmal erreichten Parallelstellung zu verharren. Der Grund 
hierfür ist in der Wechselwirkung benachbarter magnetischer Dipole zu 
suchen, die beim Ferromagnetismus demnach besonders groß sein und die 
Parallelstellung bevorzugen muß. Diese Nachbarwechselwirkung der 
Elementardipole spielt beim Ferroma- 
gneten offenbar eine genauso wichtige DE Bi 
Rolle wie die den Paramagnetismus Ze 
verursachende Wechselwirkungsenergie 
—mö& eines jeden Dipols m im Feld 9. 


M 


.„ JE 


Abb. 343. Hysteresekurve Abb. 344. Ein ER vier Magneten 
hervorgerufenes Feld 


344  Energieverlust beim Ferromagneten 


An einem vereinfachten Beispiel soll untersucht werden, welche Arbeit 
zum einmaligen Durchlaufen der Hystereseschleife von [343] erforderlich 
ist. Zu diesem Zweck wird ein Feld betrachtet, das durch die vier Magne- 
ten der Abb. 344 hervorgerufen wird und längs der gestrichelten 
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Linie nur eine waagerechte Komponente besitzt, die im oberen Teil nach 
rechts und im unteren Teil nach links weist. Bewegt man auf dieser Linie 
eine ferromagnetische Substanz aufwärts und abwärts, so durchläuft sie 
die verschiedenen F-Werte der Abb. 343. In [234] wurde die Arbeit 6A 
untersucht, welche erforderlich ist, um einen elektrischen Dipol p auf einer 
Strecke zu verschieben, auf der das elektrische Feld sich um ö€ ändert. 
Unabhängig davon, ob das Dipolmoment p konstant oder veränderlich war, 
konnte in (234.6) gezeigt werden, daß dA = —pöE ist. Für einen magneti- 
schen Dipol gilt natürlich grundsätzlich das gleiche mit m und 9 statt p 
und €. Um einen magnetischen Dipol m aus dem’ Felde $ in das Feld 
9-69 zu bringen, ist also die Arbeit 


6A=—möH (1) 


erforderlich. Gibt \ die Zahl der Dipole pro Volumeneinheit der Substanz 
an, so besitzt sie die Magnetisierung M = Nfi. Da M und 9 die gleiche 
Richtung besitzen, brauchen nur ihre Beträge // und H betrachtet zu 
werden. Dann ist 


6A=—DMÖH (2) 


die Arbeit, welche erforderlich ist, um das Volumen Ö einer Substanz mit 
der Magnetisierung / von H nach H—+-öH zu bringen. Transportiert man 
die Substanz längs der strichpunktierten Linie von Abb. 344 einmal auf- 
und abwärts, so ist die hierzu erforderliche Arbeit 


| 4=$54=-0$MöH=OF. | (3) 


Dabei durchläuft Al = M(H) gerade einmal die Hystereseschleife von 
Abb. 343, und das Integral in (3) bedeutet den Flächeninhalt F dieser 
Kurve. Der Flächeninhalt ist also gerade A/O und damit gleich der 
Arbeit, die je Volumeneinheit erforderlich ist, um die Hysteresekurve zu 
durchlaufen. Diese Arbeit wird letzten Endes in Wärme überführt. 


345 Berechnung von Magnetfeldern 


Mit der Einführung des Feldes 8 durch (341.3) soll noch einmal die 
schon in [242] und (341.8 und 9) durchgeführte Berechnung des Magnetfeldes 
eines Stabmagneten besprochen werden. Wie dort, wird wieder ein zylinder- 
förmiger, gleichmäßig magnetisierter Stabmagnet betrachtet, der im 
Zylinderinnern die konstante Magnetisierung M besitzt. Die Magnetfelder 
9 und ® sind dann durch die Gleichungen 


ö 08 
x%H=0 ru B=WHFM (1) 


gegeben. 


140 3 Elektrizität in Substanzen [345] 


Bei Elimination von ®B entsteht aus diesen Gleichungen 
ö 89 IM 
ara ar Tell 76 (2) 
Das magnetische $-Feld ist also wirbelfrei, und seine Quellen stimmen 
mit denjenigen von W überein. Sie liegen an den Enden des Stabmagneten, 
wie bereits früher in [242] gezeigt wurde. Ein Oberflächenintegral, das ein 
Flächenstück F am rechten Ende des Stabes umschließt, liefert zum Beispiel 
who = — HaN=MF (3) 
als Quellstärke des 9-Feldes. Die Feldlinien von $ in Abb. 345c beginnen 
und enden also alle an den Enden des Stabmagneten. 
Eine andere Feldbetrachtung entsteht bei Elimination von 9 in (1). Die 
dann entstehenden Gleichungen 
08 0) 


ö 
a u xXB=- 5 XxN (4) 


zeigen, daß das Magnetfeld ® quellenfrei ist. Seine Feldlinien dürfen also 
nirgends beginnen oder enden, sie müssen in sich geschlossen sein. Die 
Wirbel des 8-Feldes stinimen 

mit denen des Wt-Feldes überein. 

Eine ‚„Queränderung‘ von WM, 

wie sie in (4) gefordert wird, ist 

aber nur auf dem Mantel des 

Zylinders vorhanden. Integriert 

man die 'zweite Gleichung von b) 
(4) über ein geschlossenes Weg- 

stück von der Länge Z in- und 

außerhalb des Mantels, so ent- 

steht 

HArB= HArMm—-LIM. (5) 

Die Wirbel des B-Feldes liegen 

also auf dem Mantel des zylin- 

derförmigen Magneten. Sie wer- 

den von den Feldlinien um- 


schlossen und liefern das Linien- 
bild von Abb. 345b. 0 


a) 
Abb. 345. Das Feldlinienbild für a) Magnetisierung M b) Magnetfeld ® und c) 9 
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Übungsaufgaben 


34.1. Berechne das Magnetfeld einer homogen magnetisierten Kugel. 


34.2. Senkrecht unter einem dünnen Stabmagneten der Länge a=10cm und mit 
dem magnetischen Dipolmoment 11, = 10°5 Vsm (vgl. Ü 24.) liegen Eisenfeilspäne 
[a) # = 100, b) z. = 1000]. Wie hoch darf der Magnet höchstens über den 
Spänen sein, damit sie noch angezogen werden? 

34.3. Wieviel Energie ist a) im Vakuum, b) im Eisen mit .ı = 100 in einem cm? bei 
einer Feldstärke von «&) 10000 Gauß, ß) 1000 © gespeichert? 

34.4. Wie groß müßte ein magnetischer Dipol im Mittelpunkt der Erde sein, damit 
die Horizontalkomponente unter 45° Breite /3,= 0,2 Gauß ist? 

34.5. Angenommen, die Erde wäre eine homogen magnetisierte Kugel. Wie groß 
müßte ihre Magnetisierung sein, damit die in Ü 34.4 angegebene Feldstärke er- 
zeugt wird? 


35 Elektrische Ströme in Leitern 


Zusammenfassung: Das Onnusche Gesetz wird durch die Annahme erklärt, 
daß sich Ladungsträger im elektrischen Leiter gedämpft bewegen. Die Dämpfung 
ihrerseits wird dadurch hervorgerufen, daß die Ladungsträger auf ihrem Wege mit 
Atomrümpfen zusammenstoßen. Dabei wird die Energie jE pro Zeit- und Volumen- 
einheit in Wärme umgewandelt. Der Erhaltungssatz der Ladung besitzt die Form 
einer Kontinuitätsgleichung. Diese drei Gesetze 


j= o€& = je 


bestimmen den Stromverlauf innerhalb leitender Substanzen. In Drähten gehen sie 
in die einfacheren Gesetze 
= N=JU O+82J,=0 

über. Ladungsanhäufungen im Leiter werden wegen der elektrostatischen Abstoßung 
rasch beseitigt, außer bei Kondensatoren, wo die Ladung nur langsam abfließen kann. 
Eine genauere Analyse zeigt, daß die Ladungsträger dem äußeren Feld infolge ihrer 
Trägheit nur zögernd folgen. Das macht sich besonders bemerkbar, wenn das elex- 
trische Feld periodisch mit hoher Frequenz schwankt. Gebundene Ladungen liefern 
keinen Strom, sondern eine Polarisation, die bei wachsender Frequenz einen Maximal- 
wert durchläuft und bei sehr hohen Frequenzen wegen der Trägheit der Ladungsträger 
verschwindet. 


351 Der Elektronenstrom 


Wie in [311] näher ausgeführt wurde, enthält ein metallischer Leiter 
verschiebbare Ladungen. Bringt man einen solchen Leiter in ein elek- 
trisches Feld, so findet eine Ladungsbewegung statt. Im Endzustand ist 
der Leiter feldfrei, d.h. im Innern ist &= 0. Bevor dieser Ausgleich 
aber stattgefunden hat, bewegen sich die Ladungen im Leiterinnern und 
bilden einen Elektronenstrom, der hier im gegebenen Feld E +0 genauer 
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untersucht wird. Sorgt man durch eine Stromquelle für ständigen Ladungs- 
nachschub, so kann ein Feld im Leiter aufrechterhalten werden. Es fließt 
ein stätionärer Strom. Das einzelne Elektron bewegt sich dabei unter dem 
Einfluß der auf seine Ladung ausgeübten elektrischen Kraft e& sowie unter 
dem Einfluß einer Reibungskraft, die in pauschaler Form hier als —myt 
angesetzt wird. Sie ist der Geschwindigkeit entgegengerichtet und enthält 
y als Dämpfungskonstante mit der Dimension s-!. Die Bewegungsgleichung 
eines Elektrons lautet unter diesen Voraussetzungen 

m(i+yi)=eE. (1) 
Auf der rechten Seite in (1) steht ein konstanter Vektor. 


Man denkt sich das Feld € jetzt zur Zeit t= 0 eingeschaltet. Bis zu 
diesem Augenblick ruhe das durch (1) beschriebene Elektron und seine 
Geschwindigkeit i sei Null. Im Augenblick des Einschaltens ist noch x = 0, 
aber die Beschleunigung wird e@/m. Das Teilchen wird in Feldrichtung 
beschleunigt. Mit wachsender Geschwindigkeit t nimmt die Beschleunigung t 
ab, da die Summe der beiden Terme ti und yi in (1) konstant sein muß. 
Der Endzustand besteht darin, daß die Geschwindigkeit den Maximalwert 


. e 


erreicht hat, während die Beschleunigung ti = 0 geworden ist. Bei Vor- 
handensein einer Reibung y >0 erhält das Elektron also die konstante 
Endgeschwindigkeit (2). Ohne Reibung, also bei y = 0, dagegen bestimmt 
man die Geschwindigkeit durch Zeitintegration von (1). In diesem Falle 
ist t = e&t/m. Die Geschwindigkeit wächst also mit der Zeit. Eine solche 
beschleunigte Bewegung unter dem Einfluß elektrischer Felder wird bei 
Elektronenstrahlen im Vakuum beobachtet. Im elektrischen Leiter dagegen 
beobachtet man den konstanten Wert (2) als Geschwindigkeit. 


Legt man also ein elektrisches Feld & an einen elektrischen Leiter, so 
setzen sich die Ladungen in Bewegung, und nach einer gewissen Anlaufzeit 
besitzen sie die konstante Geschwindigkeit (2). Die zum Einstellen des 
Gleichgewichts erforderliche Zeit ist größenordnungsmäßig 1/y. 


352 Onmsches Gesetz 


Die im Innern eines Leiters befindlichen Ladungen, im allgemeinen also 
die Elektronen, werden durch ein angelegtes elektrisches Feld € in Be- 
wegung gesetzt. Mit dieser Bewegung ist ein Ladungsstrom verbunden, der 
durch die Stromdichte 

j=ov e=en (A) 


beschrieben wird. o ist die Ladungsdichte und v das Geschwindigkeitsfeld, 
also der Mittelwert der Geschwindigkeit i der in der Umgebung eines Ortes 
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t vorhandenen Elektronen. e ist die Elektronenladung und n die Zahl der 
im Mittel je Volumeneinheit vorhandenen Elektronen. j bedeutet — genau 
wie die entsprechende Massenstromdichte (133.2) — die je Zeiteinheit 
durch eine Flächeneinheit hindurchströmende Ladung. 


Bei Verwendung von (351.2) für die mittlere Geschwindigkeit v entsteht 
unter dem Einfluß des elektrischen Feldes € die elektrische Stromdichte 


2 
i= € 7=1/y, 2) 
die.sich auch durch 


; ne?r 

j=1 € o= a (3) 
beschreiben läßt. Die Stromdichte j ist demnach zur angelegten Feldstärke 
€ direkt proportional. Der Proportionalitätsfaktor o wird als elektrische 
Leitfähigkeit bezeichnet. Die Leitfähigkeit des einzelnen Metalls wird durch 
Ladung e und Masse m der Ladungsträger, durch deren Dichte n sowie 
durch die Dämpfung y bzw. 1/r bestimmt. Die atomistische Theorie der 
Materie gestattet eine Berechnung der Leitfähigkeit verschiedener Metalle 
auf der Grundlage der Berechnung von n und r. In der phänomenologischen 
Theorie wird nur die erste Gleichung (3), das sogenannte OHMsche Gesetz, 
verwendet und für die Leitfähigkeit o der aus dem Experiment ent- 
nommene Wert für die spezielle Substanz eingesetzt. 


An die Enden eines Drahtes wird die Spannung U angelegt. Die zu- 
gehörige Feldstärke ist € = U/l und längs des Drahtes gerichtet. Diese 
Feldstärke bewirkt eine Stromdichte (3) und damit den Gesamtstrom 


J=[dti=jF=0. (4) 


Der Strom J ist also zur Spannung U direkt proportional. Für Drähte 
lautet damit das OHmsche Gesetz 


SL :; I 
IT R=: (5) 


R wird als elektrischer Widerstand bezeichnet und in Ohm (Q) gemessen. 
Es ist 12 = 1V/A. Der Widerstand R in (5) wächst mit der Länge I 
und sinkt mit zunehmender Leitfähigkeit o sowie wachsendem Quer- 
schnitt F des Leiters. 


353* Atomistische Deutung der Reibung 


In [352] konnte gezeigt werden, daß sich das OHMsche Gesetz unter der 
Voraussetzung verstehen läßt, daß die einzelnen Elektronen der Reibungs- 
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kraft — myt unterliegen. Diese Reibungskraft wird dadureh verursacht, 
daß die Elektronen sich im Metall nicht völlig frei bewegen, sondern 
mit Atomrümpfen zusammenstoßen. Dabei wird die im Feld & gewonnene 
Energie, die einer geordneten Bewegung in Richtung des Feldes entspricht, 
statistisch auf alle Freiheitsgrade des Metalls verteilt. Nach (352.1) ist 

j=env () 
der Elektronenstrom im Metall. 


Stößt bei f = 0 ein Elektron auf einen Atomrumpf, so ist seine Geschwin- 
digkeit anschließend 


t 
. E e re © 7. 
= — = le 2 
. vo+ [dt m E=bdo4 m Ct, 2) 
0 


mit d, als Anfangsgeschwindigkeit nach dem Stoß. Findet bei ?—= 2r ein 
neuer Stoß statt, so gilt diese Beziehung nur im Zeitintervall 0O<t< 2r 
und 27 bedeutet die Stoßzeit. Verschiedene Elektronen besitzen verschiedene 
Anfangswerte v,, die isotrop verteilt sind und daher zu (1) nichts beitragen. 
Sie dürfen also unberücksichtigt bleiben. Die mittlere Geschwindigkeit 
ist dann 


2r 27 
1... ä 1 et et 
En es GEEAIR; 
v =. art je m C m C 8) 
0 0 
und für den Elektronenstrom (1) entsteht damit der Ausdruck 
11 EEE ze 
1, m C (4) 
IMIL-- - in formaler Übereinstimmung 


mit (352.2). r besitzt hier die 

etwas konkretere Bedeutung 

Abb. 353. Zeitablauf der mittleren der halben mittleren Stoßzeit. 

Elektronengeschwindigkeit Abb. 353 zeigt den mittleren 

Geschwindigkeitsverlauf eines 

Elektrons, das abwechselnd gemäß (2) beschleunigt wird und jeweils nach 
einer Stoßzeit 27 die gewonnene Energie wieder abgibt. 


354 Jounssche Wärme 


Eine Ladung bewegt sich in der Zeit ö£ um ör = töt. Eine wirksame 
Kraft it verrichtet dabei an der Ladung die Arbeit 


A = Kör=sitöät=Nöt. (l) 


Die Leistung N ist die durch die Kraftwirkung ® in der Zeiteinheit erzeugte 
kinetische Energie, denn es ist 


Re: u: dm ., £ 
N=efit=mtt en 3 (2) 
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unter Verwendung der Bewegungsgleichung. Im elektrischen Leiter be- 
schleunigt die zugeführte Energie 6A zunächst die Elektronen. Danach 
wird sie durch Stöße auf das Atomgitter übertragen und somit endgültig 
in Wärme überführt. N bedeutet daher die pro Zeiteinheit in Wärme 
überführte Energie. 


Insbesondere wird die Bewegung der in einem Volumenelement dr be- 
findlichen Ladung dr o (t, £) unter dem Einfluß eines elektrischen Feldes & 
untersucht. Ihre Geschwindigkeit ist d = d(t, f). Unter dem Einfluß des 
elektrischen Feldes wird wegen = dQE die Leistung 


dN=dQEvn = ovEdr=jCdr=vdr (3) 
in Wärme überführt. 
Die in (3) definierte Größe 


ist die in der Zeit- und Volumeneinheit erzeugte Wärmeenergie. Es muß 
stets » > 0 sein, weil sich zwar die elektrische Energie in Wärmeenergie 
verwandeln kann, der umgekehrte Vorgang wegen des zweiten Hauptsatzes 
der Thermodynamik aber verboten ist. 


Zur Anwendung von (4) wird ein Leiterabsehnitt von der Länge I und 
dem Querschnitt F betrachtet. Die in diesem Abschnitt pro Zeiteinheit er- 
zeugte JouLEsche Wärme ist gleich dem Volumenintegral 


N=[drv=[drje=jFeil. (5) 


Durch Einführung von Strom J und Spannung U wie in Abschnitt 352 
sowie unter Verwendung des OHMschen Gesetzes entsteht für die JouLEsche 
Wärme der Ausdruck 


N-JU-=JR. (6) 


Das ist die in einem Widerstand R beim Strom J und der Spannung U 
in Wärme überführte Leistung (Energie je Zeit). 


355 Ladungserhaltung 


Bei der Besprechung der elementaren elektrischen Erscheinungen in 
[111] stellte sich heraus, daß die elektrische Ladung insofern substanz- 
artigen Charakter besitzt, als sie sich von einem Körper auf einen anderen 
umfüllen läßt, ohne dabei ihren Gesamtwert zu ändern. In ähnlicher Form 
wie in [136] für die Masse läßt sich hier ein Erhaltungssatz der Ladung 
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angeben. Zu seiner quantitativen Formulierung wird ein willkürliches 
Volumen betrachtet. Die in diesem Volumen gerade vorhandene Ladung 
wird mit Q(f) bezeichnet. Unter der Voraussetzung der Ladungserhaltung 
kann @(f) nur kleiner werden, wenn gleichzeitig ein Strom J durch die 
Randfläche des Volumens nach außen tritt. Die Bedingung der Ladungs- 
erhaltung lautet daher 
—6Q=Jöt, 1) 
wobei die Größen Q und J durch die Gleichungen 
Q=Jare I-$afi (2) 


definiert werden. Da bei konstantem Volumen 6Q = Qör ist, läßt sich (1) 
auch in der Form 


aQ 


schreiben. 


Eine andere Formulierung liefert der Gausssche Satz (135.8), mit dem 
sich der Strom J in ” 
: I 
1-Shai= far (4) 
umformen läßt. 
Beim Einsetzen von (2) und (4) in () entsteht die Gleichung 
do , i]_ 
ja +5 |=®- (5) 


Da diese Gleichung für beliebige, auch für beliebig kleine Volumina gültig 
ist, kann das Integralzeichen in (5) fortgelassen werden. (5) beschreibt 
‚dann die Ladungserhaltung für das infinitesimale Volumen dr in der Um- 
gebung des Ortes r. Bei Fortlassen des gemeinsamen Faktors dr geht 
somit (5) in die Form 


de, _ 
tr (6) 


über. 


Diese Gleichung stimmt mit der Kontinuitätsgleichung der Masse (136.5) 
überein, nur daß o und j hier die elektrische Ladungs- und Stromdichte 
bedeuten. 


356 Stromverteilung in Drähten 


Bislang wurden für den elektrischen Strom im Leiter folgende Gesetz- 
mäßigkeiten festgestellt: Ein im Leiter vorhandenes elektrisches Feld € 
bewirkt nach dem OHmschen Gesetz eine elektrische Stromdichte 


i=o®. (1) 
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Dabei wird je Volumeneinheit die Leistung 

v=jE (2) 
in Wärmeenergie umgewandelt. Schließlich müssen Ladungsdichte o und 
Stromdichte j bei bewegter Ladung dem Erhaltungssatz 
ru (2) 
genügen. 


In einem Draht vereinfachen sich die ersten beiden Beziehungen zu 


U 
J= N=3W, (4) 


und der Erhaltungssatz der Ladung (355.3) bekommt die Form 


6) 


Dabei bedeutet @ die Ladung in irgendeinem Leiterabschnitt, der auch 
Verzweigungspunkte enthalten kann. J, sind die aus diesem Abschnitt 
durch die verschiedenen Leiter herausfließenden Ströme J,, Jy, . ... Bei 
einem einfachen, ungeladenen Drahtabschnitt ist Q= 0, und (5) geht in 
Jı—J, = 0 über. Es fließt also an einem Ende genausoviel Strom heraus 
wie am anderen Ende hinein. 


Ladungsanhäufungen in elektrischen Leitern sind sehr kurzlebig. Die 
Ladungsdichte läßt sich mit (3) und (1) durch 


darstellen. Unter Verwendung von (334.7) und (335.2) wird daraus 
eo od _ co 7 
ler er er n 


€ bzw. ® bedeutet hier nicht das außen angelegte, sondern das von der 
betrachteten Ladungsverteilung o erzeugte Eigenfeld. Für die Zeitabhängig- 
keit von o gilt im Leiter nach (7) also eine einfache Differentialgleichung 
mit der Lösung en 
= ae I=7- (8) 
Jede im Leiter einmal vorhandene Ladungsdichte o = 0 klingt exponentiell. 
ab, weil diese Ladung durch ihr Eigenfeld (Abstoßungskräfte!) ausein- 
andergetrieben wird. 7 ist eine für das Verschwinden der Ladung charak- 
teristische Zeit und besitzt im allgemeinen außerordentlich kleine Werte. 
Für Kupfer ergibt sich z.B. T = 10-""sec. Eine irgendwie entstandene 
Ladungsanhäufung im Leiter verteilt sich also außerordentlich schnell. 
Es kann daher im allgemeinen 


9=0 Q=0 (9) 


11 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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im elektrischen Leiter angenommen werden. Ausnahmen bilden lediglich 
sehr rasch verlaufende Vorgänge sowie Anordnungen, bei denen sehr viel 
Ladung @ konzentriert wird, wie zum Beispiel in Kondensatoren. 
Die Gleichungen (4) und die mit (9) vereinfachte Gleichung (5) 
Zh=0 (10) 


beherrschen die gesamte Elektroteennik. Ihre Anwendung auf einfachste 
Leiterverzweigungen in Abb. 356.1 soll kurz besprochen werden. In 
“Abb. 356.la sind zwei Widerstände 


Li: hintereinandergeschaltet. Für jeden 
der Widerstände R, und R, gilt das 
$ OHnsche Gesetz. 
u JR,=U. 
! 1 1 1) 
7 JR, nn U, 
Ri U, und U, sind die Spannungen, also 
) Potentialdifferenzen, an den Wider- 


Abb. 356.1. a) Reihen- und ständen. Die Gesamtspannung ist 
b) Parallelwiderstand im Stromkreis 
U=U,+U,=JR. (12) 


Der Gesamteinfluß der beiden Widerstände soll durch einen Gesamt- 
widerstand R beschrieben werden. Bei Vergleich von (11) und(12) entsteht 


Hintereinander geschaltete Widerstände addieren sich. 

Als nächstes wird in Abb. 356.1b die Parallelsehaltung zweier Widerstände 
betrachtet. An den Verzweigungspunkten gilt wegen der Stromerhaltung (10) 
bei Berücksichtigung der Stromrichtung 

J=J tg. (14) 
An beiden Widerständen liegt die gesamte Spannung. Nach dem OHMschen 
Gesetz gilt daher 


U U 
Jı = Rı J5 = R . (15) 
Aus diesen Gleichungen entsteht 
1 ER | 
I-(9+2)V=3 un 


unter Einführung des Gesamtwiderstandes R, der bei Parallelschaltung 
zweier Einzelwiderstände also nach der Gleichung 


1 


1 1 
ErETE (17) 
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berechnet werden muß. Hier addieren sich nicht die Widerstände R, sondern 
die sogenannten Leitwerte 1/R. 


Schließlich soll noch ein Beispiel für die im Zusammenhang mit (9) 
besprochene Ausnahme behandelt werden. In Abb. 356.2 ist ein Konden- 
sator mit der Kapazität dargestellt, auf dessen Platten sich die Ladungen & 
und —@ befinden. Die Platten werden zur Zeit #= 0 über einen Wider- 
stand R miteinander verbunden. Der nun einsetzende Vorgang wird analog 
zu (6) und (7) durch die Gleichungen 


dd. U 

-=J Q=CU J=7 (18) 
ER beherrscht. Die erste von ihnen berücksichtigt den 
Erhaltungssatz der Ladung, die zweite den Zusam- 
C ra g menhang zwischen Spannung U und Ladung Q am 
q Kondensator und die dritte das OHMsche Gesetz 
am Widerstand. Durch Elimination von Q@ und J 
aus diesen Gleichungen entsteht die einfache Diffe- 

Abb. 356.2. rentialgleichung 

Entladung eines du U 

Kondensators FE (19) 


für die an den Platten des Kondensators liegende Spannung. Die Lösung 
dieser Gleichung lautet 


U=Vyet T=RC. (20) 


Die Spannung U und nach (18) mit ihr zusammen auch Q und J klingen 
exponentiell wie in Formel (8) ab. Wählt man einen Kondensator mit der 
verhältnismäßig großen Kapazität C = l1uF und einen großen Wider- 
stand R = 10° Q), so erhält die Zeitkonstante den Wert r = 1s. In diesem 
Falle kann also die Ladung nur langsam von den Platten des Kondensators 
abfließen. 


357  Stromverteilungen in ausgedehnten Leitern 


Zur Beschreibung der Stromverteilung j in einer Anordnung von Leitern 
müssen die Grundgleichungen (356.1 bis 3) verwendet werden. Im Zu- 
sammenhang mit (356.6) wurde gezeigt, daß Ladungsanhäufungen sich 
im Leiter rasch ausgleichen. Ein wichtiger Spezialfall betrifft daher die 
Stromverteilung ohne Ladungsanhäufung, charakterisiert durch die Be- 
dingung 6 = 0, so daß der Erhaltungssatz der Ladung die einfache Form 

o 
EP 1) 


11* 
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annimmt. Unter Berücksichtigung des OnMmschen Gesetzes und der Dar- 
stellbarkeit von & durch ein Potential 
oU 


i= ce j ee rue (2) 


folgt daraus in Gebieten konstanter Leitfähigkeit die Potentialgleichung 
AU=0. (3) 


Das Potential U erfüllt unter diesen Voraussetzungen also auch innerhalb 
des Leiters die Potentialgleichung des ladungsfreien Raums. 


Besondere Verhältnisse herrschen an den Grenzflächen zweier Leiter, 
die sich in den Dielektrizitätskonstanten g, und e, und Leitfähigkeiten o, 
bzw. o, unterscheiden. Über die Grenzfläche hinweg muß die Erhaltung 
der Ladung gemäß (1) gewährleistet sein und das elektrische Feld & wirbel- 
frei bleiben. Diese Bedingungen lauten 


Hatj=0 Pare=0. (4) 


Wendet man sie, wie in [335], auf geschlossene Flächen und Wege an, 
die sich teils rechts und teils links von der Grenzfläche befinden, so folgt 
aus diesen Gleichungen, daß die Normalkomponente der Stromdichte j 
und die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes stetig bleiben 
müssen. Im übrigen wird die Grenzfläche aufgeladen. Umschließt man 
nämlich ein Flächenstück F mit einer geschlossenen Fläche, so befindet 
sich auf F die Ladung 


e-Paro-afarti-urle ti. (5) 


Fließt der Strom, wie vorausgesetzt, von links nach rechts, gilt 4 = e, 
und ist 0, >o,, so ist Q >0. Das ist anschaulich leicht verständlich. Es 
tritt an der Grenzfläche beim Übergang zum schlechter leitenden Medium 
so etwas wie eine Stauung der Ladung auf. 


358 Dispersion 


In diesem Abschnitt werden dielektrische Nichtleiter betrachtet, mit 
Atomen, in denen sich nur beschränkt bewegungsfähige Elektronen be- 
finden. Diese Elektronen bewegen sich modellmäßig unter dem Einfluß 
einer rücktreibenden Kraft, einer Reibungskraft und schließlich unter dem 
Einfluß eines äußeren elektrischen Feldes. Ein einzelnes Elektron genügt 


der Gleichung 
m(i+yi+ or) =e6. (1) 
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Dabei wird im Gegensatz zu früher vorausgesetzt, daß das elektrische 
Feld € nicht konstant ist, sondern sich im Zeitablauf ändert. Bei einfacher 
periodischer Feldänderung wird & durch den komplexen Ansatz 

Eli) = &el” (2) 
beschrieben. Natürlich hat nur der Realteil von € eine physikalische Be- 
deutung (vgl. [531]). Entsprechend ist auch von der Lösung r(t) der Diffe- 
rentialgleichung (1) nur der Realteil physikalisch sinnvoll und bedeutet 
den Ort des Elektrons. 


Bei periodischer Feldänderung (2) darf angenommen werden, daß das 
Elektron sich im Rhythmus des elektrischen Feldes bewegt. Für r(t) wird 
daher der Ansatz j 

re (3) 
gemacht. Der Ansatz für r(t) befriedigt die Differentialgleichung (1), stellt 
also eine Lösung dar. Jede Zeitableitung d/dt von kann dann durch einen 
Faktor jw ersetzt werden. Unter dieser Voraussetzung läßt sich (1) leicht 
nach ı auflösen. Das Elektron bewegt sich mit der gleichen Periode wie 
das elektrische Feld €: 

en e& (t)/m 
der mern ua ne (4) 

Setzt man in (4) die Bindung des Elektrons w, = 0 und vernachlässigt 
außerdem w? (niedrige Frequenzen!), so stimmt (4) mit der Bewegung des 
Elektrons beim OHuMmschen Gesetz überein. Es gilt nämlich 

“ . e 

a nz E. (5) 
Der Ausdruck w® im Nenner von (4) berücksichtigt die im OHmschen 
Gesetz (352.3) nicht enthaltene Trägheit des Elektrons, die sich bei zeit- 
abhängigen Feldern wie in (2) mit zunehmender Frequenz wachsend be- 
merkbar macht. Das Glied w$ in (4) enthält die Bindung des Elektrons, 
es sorgt dafür, daß sich das Elektron von seinem Zentrum nicht sehr 
weit entfernen kann, sondern lediglich Schwingungen um seine Ruhelage 
ausführt. Im Falle », +0 kann daher keine Elektronenwanderung auftreten. 


Die nach Gleiehung (4) mitschwingenden Elektronen bewirken aber eine 
dielektrische Polarisation der Materie. Die elektrische Dipoldichte ist nämlich 


een tt 2 (6) 


m a—-ot+jyw 


Sie wird durch das elektrische Feld & induziert und läßt sich bei Vernach- 
lässigung des inneren Feldes [337], also für „<]1, entsprechend 


(7) 
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wie früher durch eine Suszeptibilität x beschreiben. Die Besonderheit liegt 
hier darin, daß x,, erstens von der angelegten Frequenz w des elektrischen 
Feldes & abhängt und außerdem komplex ist. Letzteres bedeutet, daß 
die Phasen von & und ® gegeneinander verschoben sind. 


Bei kleinen Frequenzen ®<w, geht x,, in 


Ne Ne 
Kae I Em oa gb (8) 
über. 
Nach (332.1 und 2) gilt 
D e® 
0-3: Op& me 4reoR®’ (9) 


und (8) geht in (332.7) über. 


Ist die Frequenz >w,, so wird ya —0. Es findet keine Polarisation 
mehr statt, weil das elektrische Feld sich so rasch ändert, daß ihm die Elek- 
tronen wegen ihrer Trägheit nicht mehr folgen können. Sind beide Frequen- 
zen ungefähr gleich (v = w,), so ist die Polarisation sehr groß. Hier spielt 
die Dämpfung y eine entscheidende Rolle, denn bei Vernachlässigung der 
Dämpfung y—0 geht x, — oo. Der Faktor j im Nenner bedeutet, daß 
® und € sich im Resonanzfall um einen Phasenwinkel r/2 unterscheiden. 


Die Frequenzabhängigkeit (7) der elektrischen Suszeptibilität macht sich 
beim Wasser sehr stark bemerkbar. Dort ist „>80 für & = 0, bei Licht- 
frequenzen dagegen ist y=-1. Auch das soeben besprochene Phänomen 
der Resonanz wird beobachtet. Allerdings stellt sich heraus, daß jede 
Substanz eine ganze Reihe von Resonanzfrequenzen w, besitzt, die im 
allgemeinen im ultraroten und ultravioletten Lichtbereich liegen. 


Übungsaufgaben 


35.1. Ein Verbraucher darf bis 500 W belastet werden. Diese Belastung ist erreicht, 
wenn 60 V an ihm liegen. Welcher Widerstand muß in Reihe geschaltet werden, 
wenn man mit 100 V arbeitet? 

35.2. Beweise, daß die Stromdichte im homogenen zylindrischen Leiter konstant ist. 

35.3. Welchen Widerstand besitzt ein Draht vom Radius a, dessen Leitfähigkeit 
gemäß o = o,[1 + (r/a)?] ortsabhängig ist? 

35.4. Welche Größenordnung hat der Faktor eN/e,mw* aus (358.7) für sichtbares 
Licht, wenn das Ausbreitungsmedium a) ein Gas, b) eine Flüssigkeit ist? 

35.5. Ein Verbraucher R, soll einer Spannungs- 
quelle (Innenwiderstand R,) durch ein T-Glied Rz Rz 
angepaßt werden; d. h., der Gesamtwiderstand 
des Systems soll von der Spannungsquelle aus 
gesehen R,, vom Verbraucher aus gesehen R, 
sein. Wie sind R,, R, und R, zu wählen? 


[410] 41 Grundgesetze und einfache Feldberechnungen 153 


4 _ Magnetische Wirkungen elektrischer Ströme 


Die bisher vorausgesetzte Wirbelfreiheit von Magnetfeldern gilt nur bei 
Abwesenheit elektrischer Ströme. Fließt ein elektrischer Strom, so ist er, 
wie in [41] gezeigt wird, von geschlossenen magnetischen Feldlinien um- 
geben. Bei gegebener Stromverteilung das zugehörige Magnetfeld zu be- 
rechnen, ist die Hauptaufgabe dieses Teils. Das Problem wird in [42] ganz 
allgemein angegriffen durch einen Potentialansatz für 9. Dieses Feld kann 
zwar wegen seiner Wirbelhaftigkeit nicht durch ein skalares, wohl aber 
dürch ein Vektorpotential beschrieben werden, dessen Beziehungen zu den 
verursachenden Strömen wiederum einfacher sind als diejenigen zwischen 
9 und j. Durch eine allgemeine Integration der Gleichung läßt sich das 
X-Feld, und demzufolge das $-Feld, direkt angeben. Die in [43] unter- 
suchten Beziehungen zwischen den Magnetfeldern einerseits und den mecha- 
nischen Größen Energie und Kraft andererseits bedürfen besonders sorg- 
fältiger Überlegung, weil beim Vorhandensein elektrischer Ströme auch die 
Stromquellen mitin die Betrachtung einbezogen werden müssen, wenn man 
abgeschlossene physikalische Systeme besprechen will. 


41 Grundgesetze und einfache Feldberechnungen 


Zusammenfassung: Nach den Feldgleichungen der Magnetostatik werden 
Magnetfelder lediglich durch magnetische Dipole hervorgerufen. Im Gegensatz hierzu 
steht die OERSTEDsche Beobachtung, daß eine Magnetnadel in der Nähe eines strom- 
führenden Drahtes abgelenkt wird. Danach erzeugt der einen Strom .J führende 
Draht ein Magnetfeld 9, das auf die Magnetnadel ein Drehmoment ausübt. Eine ge- 
nauere Analyse des durch JJ erzeugten Magnetfeldes führt auf die Bedingung HarH — 
Dabei ist gleichzeitig über die Dimension von © verfügt. $ wird in A/m gemessen. 
Diese Beziehung liefert für das von einem geradlinigen, unendlich langen Leiter erzeugte 
Magnetfeld bei Berücksichtigung der Symmetrieeigenschaften dieser Anordnung den 
Wert N =J/2ra. In Ringspulen, wie auch in Zylinderspulen, die so lang sind, daß 
man die vom Rand herrührenden Störungen vernachlässigen kann, entstehen homo- 
gene Magnetfelder, für die # =v.J gilt. v ist die Windungszahl pro Längeneinheit der 
Spule. Das Magnetfeld eines einzelnen Stromringes stimmt überein mit dem Magnetfeld 
einer von dem Stronring begrenzten magnetischen Dipolschicht mit der Dipolflächen- 
dichte Md=uyJ. Es berechnet sich daher zu 9=-—.J grad 2/4r. Für den Gra- 
dienten des Raumwinkels 2 wird eine Darstellung gefunden, die nur noch vom Rande 
der Dipolfläche und damit von der Form des Stromringes selbst abhängt. Bei ent- 
sprechender Erweiterung auf beliebige Drahtnetze entsteht für das durch eine solche 


Leiteranordnung erzeugte Magnetfeld der Ausdruck 
k 


J dd x (v— 8) 
y k 
sen, 


das Bi1oT-SavArtsche Gesetz. ® 
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Ein eng begrenzter Stromring erzeugt das gleiche Magnetfeld $ wie ein Dipol mit 
dem magnetischen Moment m = u,J %. Eine rotierende Punktladung e mit eiuer Masse 
M, die sich auf einer geschlossenen Bahn bewegt und den Drehimpuls & besitzt, 
entspricht einem magnetischen Moment m=u,eL/2M. Die um die Atomkerne 
rotierenden Elektronen sind für den Para- und Diamagnetismus der Substanzen ver- 
antwortlich. 


411 Oxrstepsche Beobachtung 


Für die magnetischen Felder 9 und ® wurden in [341] bislang die Be- 
ziehungen 


ö 08 
37x90 0 B-WH+M WM 


angegeben. Für geschlossene Wege und geschlossene Flächen haben diese 
Gleichungen die Gültigkeit von 


dargH—=0 Haia=0 (2) 


zur Folge. Das 9-Feld ist wirbelfrei, das ®-Feld quellenfrei. In diesen, die 
Magnetostatik beschreibenden Gleichungen tritt die Magnetisierung M, 
also die magnetische Dipoldichte, als einzige Ursache für die Erzeugung 
magnetischer Felder auf. Unter Verwendung der letzten Gleichung von (1) 
können die Feldgleichungen auch in der Form 

1 0M 


ae a 3 8) 


{) ö 
ar xB= r xM 
geschrieben werden. Dort also, wo sich die Magnetisierung M = Mt) 
örtlich ändert, liegen die Wirbel des ®-Feldes und die Quellen des 9-Feldes. 


Die in den Gleichungen (1) bis (3) gegebene 
Beschreibung der statischen Magnetfelder ist 
in gewisser Hinsicht unvollständig, denn fol- 
gende Beobachtungen OERSTEDS lassen sich 
mit ihnen nicht erklären: Eine Magnetnadel 

Abb. 4ll. befindet sich gemäß Abb. 411 parallel zu 
Magnetnadel in der Nähe eines einem Draht, durch den in der angegebenen 
stromdurchflossenen Drahtes Richtung von links nach rechts ein Strom 

fließt. Beim Einschalten des Stromes wird 
die Magnetnadel aus ihrer ursprünglichen Richtung herausgedreht. Ist 
die Nadel so befestigt, daß auf sie bei Verdrehungen ein rücktreibendes 
mechanisches Drehmoment ausgeübt wird, so ist der beobachtete Dreh- 
winkel@ um so größer, je größer der Strom J ist, der den Draht durchfließt. 
Der elektrische Strom übt also auf die Magnetnadel die gleiche Wirkung 
aus wie ein Magnetfeld 9, das am Ort der Magnetnadel eine Richtung 
senkrecht zu derjenigen des Stromes besitzt, wie in Abb. 411 eingezeich- 
net ist. 
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Dieser Sachverhalt läßt sich demnach so deuten, daß der elektrische 
Strom J ein Magnetfeld $ erzeugt, das seinerseits die Drehung der Magnet- 
nadel bewirkt. Die Gleichungen (1) bis (3) können daher nur in solchen 
Raumgebieten gelten, in denen sich kein elektrischer Strom befindet, in 
denen also die Stromdichte 

im=0 (4) 


verschwindet. An solchen Orten dagegen, wo sich ein elektrischer Strom 
befindet, müssen Magnetfelder erzeugt werden, also Wirbel oder Quellen 
der Felder 9 und ® liegen. Die genauere Analyse der Situation von Abb. 411 
wird zeigen, daß eine Stromdichte j magnetische Wirbel des $-Feldes 
hervorruft, daß dort also die erste der Gleichungen (1) über die Wirbel- 
freiheit des $-Feldes abgeändert werden muß. 


412 Magnetfeld eines geradlinigen Drahtes 


Prinzipiell könnte man zur Aufdeckung des Zusammenhanges zwischen 
dem Strom J und der durch J erzeugten Feldstärke 9 die Anordnung 
von Abb. 411 verwenden, um das Feld Ö(r) überall im Raum auszumessen. 
Diese Messungen sind aber nicht unbedingt erforderlich. Die bloße Kennt- 
nis der in [411] geschilderten qualitativen Eigenschaften reicht aus, wie 
die nachfolgenden Überlegungen zeigen werden, um $ im ganzen Raum 
zu bestimmen. 


Im weiteren wird vorausgesetzt, daß der strom- 
durchflossene Leiter von Abb. 411 geradlinig und 
unendlich lang ist. In [411] wurde festgestellt, daß 
die Richtung des Magnetfeldes überall senkrecht 
auf derjenigen des Stromes wie auch senkrecht 
zur lotrechten Verbindungslinie zwischen Beobach- 
tungsort und Draht liegt. Die Feldlinien des 
9-Feldes müssen daher aus Symmetriegründen den Abb. 412.1. Magnetfeld 
Leiter kreisförmig umlaufen. Betrachtet man die eines stromdurchflosse- 
Anordnung von Abb. 411 von der linken Seite her, nen Drahtes 
blickt man also in Richtung des Stromes, so um- 
laufen die 9-Linien den Strom im Uhrzeigersinn. Es entsteht das Strom- 
linienbild von Abb. 412.1. Da die Stromlinien geschlossen sind, ist das 
Feld zwar quellenfrei, aber nicht wirbelfrei. Es muß also bei Anwesen- 
heit eines elektrischen Stromes die erste der Gleichungen (411.1 und 2) 
abgeändert werden. Die Gleichung 


darH=0 (1) 


darf nur noch gültig sein, wenn der Integrationsweg des Kurvenintegrals in 
(1) den Leiter nicht umschließt. Sie muß insbesondere für den in Abb. 412.1 
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eingetragenen geschlossenen Weg gelten. Die beiden radialen Wegstücke, 
auf denen & senkrecht auf dr steht, tragen nichts zur Integration bei. Auf 
den beiden Kreisstücken dagegen besitzen 9 und dr gleiche bzw. entgegen- 
gesetzte Richtung. Da außerdem H auf einer Kreislinie aus Symmetrie- 
gründen unverändert bleibt, gilt für die geschlossene Kurve von Abb. 412.1 


dars= pH — Ha] =0. (2) 


yp ist ein willkürlich gewählter Winkel. Das Produkt von # mit dem 
zugehörigen lotrechten Abstand a vom Leiter muß nach (2) also konstant 
sein. Es gilt somit 
CJ 
H=21. (3) 
Der Proportionalitätsfaktor CJ berücksichtigt die in [411] erwähnte 
Tatsache, daß das auf die Magnetnadel wirksame Feld 9 proportional zu 
J anwächst. Über © ist damit noch nichts Näheres ausgesagt. Der gerad- 
linige Leiter von Abb. 412.1 erzeugt also im ganzen Raum ein Magnetfeld, 
dessen Richtung durch die Feldlinien der Abbildung und dessen Betrag 
durch (3) gegeben ist. 


Nunmehr wird das Umlaufintegral über einen Kreis aus Abb. 412.1 be- 
rechnet, der den Leiter im Abstand a umschließt. Es entsteht 


PdrH=2raHh—=2n0J (4) 


unabhängig vom gewählten Abstand a. Das gleiche Ergebnis wie (4) erhält 
man auch für einen beliebig geformten Weg, der den Leiter umschließt. 
Ein solcher beliebig geformter Integrationsweg läßt sich nämlich mit 
beliebig genauer Approximation in einzelne zum Leiter parallele, radiale 
und kreisförmige Stücke aufteilen. Zur Integration tragen nur die letzteren 
bei und liefern wieder das gleiche Resultat wie (4), weil nach (2) aH vom 
Abstand unabhängig ist. 


Hat man über die Maßeinheit des Magnetfeldes 9 bereits durch irgend- 
eine Vorschrift, wie zum Beispiel in [243], verfügt, so muß die in (3) 
_ und (4) auftretende Konstante € durch das Experiment bestimmt werden. 
Ist über die Dimensionierung von 9 dagegen noch nicht verfügt, so kann 
man in (3) und (4) willkürlich 2rC = 1 setzen und erhält damit eine 
Einheit der magnetischen Feldstärke. Sie wird in Einheiten 


A 4r 
[9] = 12? (5) 


gemessen. A/m ist die MKSA-Einheit der magnetischen Feldstärke. Die 
Umrechnung in die von früher her noch gebräuchliche Einheit Oersted © 
ist in (5) mit angegeben Damit ist gleichzeitig auch die Maßeinheit für 
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einen magnetischen Dipol festgelegt. Aus der Gleichung E= — m$9 von 
(241.5) folgt zum Beispiel 
E VAs 
Im] = a = I = Vom. (6) 


Die Maßeinheit der magnetischen Ladung ist entsprechend Vs. Verfügt 
man in der hier angegebenen Weise mit der Bedingung 2rC =1 über 
die Maßeinheit (5), so müßte die in [241] und [243] eingeführte Konstante u, 
durch das Experiment bestimmt werden. Daß sie trotzdem den exakten 
Zahlenwert 4r - 10-7 besitzt, kann erst in [435] begründet werden. 


Unter Einführung der Maßeinheit (5) erfüllt das Magnetfeld 9 die 


Gleichung 
HdrH=J. | (7) 


J ist dabei der vom Integrationsweg umschlossene Strom. Man kann sich 
überlegen, daß diese Gleichung auch bei gebogenem Leiter Gültigkeit 
besitzen muß. Betrachtet man einen solchen Leiter zunächst als unendlich 
dünnen Faden, dann gilt in seiner Nähe Gleichung (7) auf jeden Fall, denn 
dort kann der Beitrag entfernter Drahtstücke zum Magnetfeld vernach- 
lässigt und das in der Nähe befindliche Drahtstück als etwa geradlinig 
angesehen werden. 


Durch ähnliche Überlegungen, wiesiezu Abb.412.1 
durchgeführt wurden, läßt sich (7) dann auch für 
beliebige, den Leiter umschließende Wege aus- 
sprechen, die sich in größerem Abstand befinden Abb. 412.2. Zur Er- 


dürfen. Damit gilt (7) auch beim gebogenen, un- läuterung von (9) 
endlich dünnen Leiter. Einen dicken Leiter kann 
man sich aus vielen sehr dünnen Fäden 1, 2, ... zusammengesetzt 


denken, deren Ströme J,, Ja, ... Magnetfelder 9, 95, ... erzeugen, die sich 
(wie alle Kraftfelder) additiv überlagern und wiederum Gleichung (7) er- 
geben. 


Der Betrag der Feldstärke beim geraden Leiter ist nach (3) mit 2r 0 = 1 


J 
H=3z: (8) 
Will man auch noch die Richtung von 9 angeben, so beschreibt 
e a 
90- I e=Z (9) 


das Magnetfeld außerhalb des geraden, unendlich langen Leiters, der vom 
Strom J durchflossen wird. Nach Abb. 412.2 ist a der lotrechte Abstand 
des Punktes r vom Draht und a der Vektor der Verbindungslinie. 
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413 Magnetfeld von Ring- und Zylinderspule 


Die Grundgleichungen der magnetischen Felder 
Pars=J Haia=0 B=-UH+N 0) 


bei Anwesenheit elektrischer Ströme ./ sollen zunächst benutzt werden, 
um das Magnetfeld der Ringspule von Abb. 413 zu berechnen. Die Spule 
selbst ist ein dicht mit Drahtwindungen umwickeltes, torusförmiges Gebilde 
mit den beiden charakteristischen Radien R und r. Auf einem geschlossenen 
Wege durch das Innere des Spulenringes gilt die Gleichung 


Harg=wJ, (2) 


mit J als dem Strom, der durch die Spnle fließt, und w als der Zahl der 
Drahtwindungen. 


Liegen die Windungen hinreichend 
dicht, dann bilden die Stromlinien von 9 
aus Symimetriegründen Kreise. Für einen 
Kreis mit dem Radius r’, vergleiche 
Abb. 413, liefert (2) 


H-4% (8) 


Abb. 413. Ringspule 


für den Betrag des Magnetfeldes im 
Spuleninneren. Da r’ zwischen R—r 
und R-+r liegt, wird für R>r das Feld }{/ unabhängig vom speziell ge- 
wählten Kreis r’. Das Magnetfeld im Spuleninneren wird homogen: 


He. | (4) 


2rR ist der mittlere Umfang der Ringspule, die in (4) eingeführte Größe » 
bedeutet daher die Windungszahl pro Längeneinheit. Das Magnetfeld in 
der Ringspule ist also einfach gleich der Amperewindungszahl pro Meter. 


‚Als zweites Beispiel wird eine sehr lange zylinderförmige Spule betrachtet, 
die gleichmäßig mit Drahtwindungen belegt ist. Im Innern dieser Spule 
ist das Magnetfeld homogen; an den Enden der Spule laufen die Feldlinien 
stark auseinander. Bildet man das Integral (1) über einen geschlossenen 
Weg, der durch die Spule hindurchführt, so braucht bei einer genäherten 
Auswertung nur der homogene Teil des Magnetfeldes berücksichtigt zu 
werden, denn außerhalb der Spule ist das Magnetfeld klein (geringe Feld- 
liniendichte!) und trägt fast nichts zum Integral bei. Es entsteht daher 


darH=HL=wJ, (5) 


[414] 41 Grundgesetze und einfache Feldberechnungen 159 


mit w als der Windungszahl der Spule. Der Betrag des homogenen Magnet- 
feldes im Spuleninnern ist demnach 


N=Z—J/=Vd. (6) 


Vernachlässigt man also bei einer langen Spule die Randstörungen, wie 
das hier in (5) und (6) geschehen ist, so erhält man für sie den gleichen 
Wert des Magnetfeldes wie bei einer Ringspule. Ihr Stromlinienbild ist 
aus Abb. 345c ersichtlich. 


414 Stromring und Dipolschicht 


Die Berechnung des Magnetfeldes nach (413.6) führt auch bei nicht sehr 
langen Spulen zu brauchbaren Näherungswerten, wird dagegen völlig falsch, 
wenn die Spule nur aus einer einzigen Windung 
besteht. Das Magnetfeld eines solchen sogenannten 
Stromrings wird in diesem Abschnitt berechnet. 
Dazu werden in Abb. 414 zwei Scheiben betrachtet. 7 
Im Mantel der einen fließt ein Randstrom J. Die 
andere ist gleichmäßig mit Dipolen besetzt, die 
nach rechts in Normalenrichtung der Scheibe weisen 
und durch die Dipoldichte M beschrieben werden. Abb. 414. Stromring 
Die Magnetfelder, die in beiden Fällen erzeugt und Dipolschicht 
werden, sollen miteinander verglichen werden. 


Auf einem beliebigen, geschlossenen Weg, der den Mantel der Scheibe 
einmal umschließt, siehe Abb. 414, gilt nach (413.1) für das Magnetfeld ® 
des Stromrings 

HAr®—= u. J — konst. (1) 
Im Falle der Dipolschieht ist das Magnetfeld 9 wirbelfrei. Für ® gilt 
daher wegen (413.1) 


HArB—-PdrM— Ma — konst., (2) 


denn zu dem Integral über W trägt nur das Innere der Scheibe, die die 
Dicke a besitzt, bei. 


Besteht zwischen der Dipoldichte M der einen und dem Strom J der 
anderen Scheibe der Zusammenhang 


Ma= u J, (3) 


so werden die rechten Seiten der Gleichungen (1) und (2) gleich groß. Sie 
gelten für sonst beliebig verlaufende, geschlossene Wege durch die Scheiben 
und bestimmen die von den Scheiben erzeugten Magnetfelder B(r). Da 
aber die Gleichungen (1) bzw. (2) das jeweilige Magnetfeld im ganzen 
Raume hinreichend bestimmen, müssen außerhalb der Scheiben auch die 
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beiden Magnetfelder die gleichen sein Statt also das Magnetfeld eines 
Stromringes direkt zu berechnen, kann man sich eine Dipolschicht denken, 
deren Magnetisierung über (3) mit dem Strom J des Stromringes zu- 
sammenhängt und deren Magnetfeld ersatzweise auszurechnen ist. Dabei 
können die Scheiben durch beliebig geformte Flächen ersetzt werden, ohne 
daß sich die hier durchgeführten Überlegungen ändern. 


Ist die Scheibe eine ebene Fläche %, so ist ihr magnetisches Gesamtmoment 


| m=aMNd=-WJIE- | (4) 


Das Feld eines Stromringes stimmt daher in großen Abständen, in denen 
sich nur noch das Gesamtmoment bemerkbar macht, mit dem Feld eines 
magnetischen Dipols mit dem Moment m gemäß (4) überein. 

In der Elektrostatik (225.4) wurde das elektrische Feld einer elektrischen 
Dipolschieht berechnet. Dort galt 


ou _.. Da 
ae = e- Aneo am. (5) 


Dabei war 2(r) der Raumwinkel, unter dem die Dipolfläche am Ort r 
erschien. Im Falle @ >0 blickt man vom Ort r aus auf die positiv geladene 
Seite der Dipolschicht. Da in (5) ist die in (225.4) mit P bezeichnete 
Dipolflächendichte. Analog zu (5) läßt sich das Magnetfeld einer magneti- 
schen Dipolschicht sofort angeben 


oV M 
wet V=u00). (6) 
Unter Verwendung von (3) entsteht 
J 
= 7 2 (7) 


für das Magnetfeld eines Stromringes, der von dem Strom J durchflossen 

wird. (rt) ist hier sinngemäß der Raumwinkel, unter dem der Stromring 

am Ort r beobachtet wird. Nach Abb. 414 und 225.1 ist 2 >0, wenn 

der Strom von r aus betrachtet den Stromring entgegen dem Uhrzeiger- 

sinn durchläuft. Der Raumwinkel Q wurde in (225.4) durch 
2) = a) 


Ba 


(8) 


bestimmt. (Der Vektor df’ wird von J rechts herum umflossen.) 


415 Biot-Savartsches Gesetz 


Das Magnetfeld eines Stromringes wurde in [414] zu 
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berechnet. Dabei tritt der Gradient des Raumwinkels auf. Für ihn läßt 
sich eine einfache Formel angeben. Zunächst wird die Änderung von 2 
bei Verschiebung des ee, von r nach r—+ör betrachtet 


ay(e—v) 
82-8 of are—n er (2) 
Sie ist die gleiche, wenn man, wie in Abb. 415.1, nicht r um ör, sondern 
den Stromring um —ör verschiebt. Die Fläche % in (2) kann eine beliebige 
Form haben, nur muß ihr Rand mit dem Strom- 
ring übereinstimmen. Daher kann man für den 
verschobenen Stromring als % diejenige Fläche 
ansehen, welche aus der ursprünglichen Fläche 
und dem Streifen besteht, den der Stromring beim 
Verschieben um —ör überstreicht. Das in (2) zu 


N berechnende Zusatzglied zum Raumwinkel 6.2 be- 
m steht daher nur aus dem Beitrag der zusätzlichen 
ee Randfläche 
68 = 
7 fat =— dr x has (8) 


Abb. 415.1. Verschiebung zum Raumwinkel und kann mit den Randpunkten 
des Beobachtungspunktes Y„=—3 durch 


um ör oder des Strom- 
ringes um —ör 0 (4) 


beschrieben werden. Der neben ör in (4) auftretende Faktor muß aber 
nach (2) gleich dem gesuchten Gradienten des Raumwinkels sein. 


Für das Magnetfeld (1) des Stromringes entsteht so die Darstellung 


J d3 x (t— 8) 


Die Integration stellt ein Wegintegral über alle Orte 3 des vom Strom 
durchflossenen Drahtes dar. Gleichung (5) wird als BIOT-SAvARTsches Gesetz 
bezeichnet. Es läßt sich leicht auf kompliziertere Leiteranordnungen aus- 
dehnen. Ein Gebilde von Leitern k=1,2,..., die von den Strömen J; 
durchflossen werden, erzeugt so das Magnetfeld 

k 


J. d3x (t—3) 
OS EL LO © 


Die Beiträge der einzelnen Leiter überlagern sich additiv. 


Abschließend soll gezeigt werden, daß die allgemeine Formel (6) bzw. 
(5) für das Magnetfeld $ auch die einfache Formel (412.3) für das Magnet- 
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feld des geradlinigen Drahtes enthält. Der Betrag von (5) geht nach 
Abb. 415.2 in 


+© 
n-_L [ @xe=9l __7 ([deVa+s and o 
SH Te Tu) Brem 


über. a ist der lotrechte Abstand des betrachteten Orts r vom Draht, ds 
das Linienelement des Drahtes am Ort 3 und ® der in Abb. 415.2 ein- 
getragene Winkel. Wegen 


: a 
ind = rw (8) 
geht (7) in FR 
3 ER. BEE SR. > ES TUE 
dr [a? + 82]3!2 Ar E |. 2ra (9) 


über. Dieser Ausdruck stimmt mit (412.3) überein. 


1% 


Abb. 415.2. Zur Berechnung des Magnet- 
feldes eines geradlinigen Drahtes Abb. 416. Rotierende Ladung e 


416* Magnetisches Moment einer rotierenden Ladung 


In [414] wurde gezeigt, daß ein magnetisches Moment 

m=wJ% (1) 
in hinreichender Entfernung das gleiche Magnetfeld erzeugt wie ein Strom- 
ring, bei dem der Strom J die Fläche % umschließt. Nunmehr wird eine 
Ladung e betrachtet, die, wie in Abb. 416, eine geschlossene Bahn durch- 
lauft. Bei einer Umlaufszeit 7 entspricht diese Ladungsbewegung im Mittel 
einem Strom J=e/r. Besitzt die Ladung e eine Masse M, so ist ihr 
Drehimpuls 
8x mi-Mldarxi. (2) 


Hier wird vorausgesetzt, daß die Bewegung dem Drehimpulssatz genügt. 
Dann ist % zeitunabhängig und kann durch seinen Bahnmittelwert ersetzt 
werden. In dem verbliebenen Integral (2) kann mit dt= dt die Zeit 
eliminiert werden, und es entsteht 


8 Yohäxr- Un. (8) 


T 
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Nunmehr läßt sich das magnetische Moment (1) der umlaufenden Ladung 
e mit J=e/r und Gleichung (3) für % durch 


oe ER Poe 
m=h gm am! (4) 


darstellen. Eine umlaufende Ladung erzeugt demnach in gleicher Weise 
ein magnetisches Feld, als befände sich dort das magnetische Moment m 
aus (4). 

In [331] wurde darauf hingewiesen, daß die Atome Elektronen mit je 


einer Ladung e= —1,6 10-1? As enthalten, die um den Kern rotieren. 
Ihr Drehimpuls ist größenordnungsmäßig gleich der PLanckschen Kon- 
N Lzhz 10-4 We. (5) 


Kompensieren sich die Beiträge der verschiedenen Elektronen eines Atoms 
nicht, so liefern sie magnetische Momente (4) von der Größenordnung 


eh 
= ar = 10" Vsm. (6) 
Magnetische Momente von dieser Größenordnung sind für das para- 
magnetische Verhalten verschiedener Substanzen verantwortlich. Daneben 
kommen in den Atomen noch kompliziertere Erscheinungen, wie der Elek- 
tronenspin (331.5) vor, auf die hier nicht näher eingegangen werden soll. 


Übungsaufgaben 

41.1. Welcher Strom müßte um den Äquator fließen, damit das von ihm erzeugte 
magnetische Dipolmoment gleich dem magnetischen Dipolmoment der Erde ist? 

41.2. Durch eine Spule von 1 cm? Querschnitt fließt 1 A. Welche Windungszahl muß 
sie besitzen, damit sie ein magnetisches Dipolmoment von 10-5 Vsm hat (vgl. 
Ü 24.1). a) Luftspule; b) Eisenkern u = 100 bzw. u = 1000. 

41.3. Man berechne das Magnetfeld einer quadratischen Leiterschleife der Seitenlänge I, 
die vom Strom J durchflossen wird. Wie groß ist es auf dem Quadrat und wie 
groß in der Symmetrieachse? 

41.4. Ein geladener Plattenkondensator rotiert um eine Achse, die in der Mitte einer 
der Platten liegt. Wie groß ist das magnetische Moment dieser Anordnung? 


42 Das Vektorpotential 


Zusammenfassung: Die Aufgabe, bei beliebiger stationärer Stromverteilung 
j(t) die zugehörigen Magnetfelder B(r) und H(r) zu berechnen, wird nunmehr syste- 
matisch, ausgehend von den Grundgleichungen 


08 0) f 
za B=wH 7,*r9=-i. 


12 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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in Angriff genommen. Die erste der Gleichungen erlaubt, ® durch ein Vektorpotential 
A zu beschreiben, das seinerseits quellenfrei ist. Damit werden die Feldgleichungen 


zunächst in 
d au x 
ae mn Tan pi 


überführt. Die Lösung dieser Potentialgleichung läßt sich wie bei der elektrostatischen 
Potentialgleichung direkt angeben. Damit ist die Aufgabe der Berechnung von ® 
prinzipiell gelöst. In Einzelfällen, wie beim magnetischen Dipol, wenn sich die Wirbel 
und Quellen nur unmittelbar am Koordinatenursprung befinden, lassen sich die Magnet- 
felder sowohl über ein skalares als auch über ein Vektorpotential berechnen. In diesem 
Zusammenhang wird der allgemeine mathematische Satz bewiesen, daß ein Vektorfeld 
(rt) durch seine Quellen g(r), seine Wirbel tw(r) und seine Werte am Rande eines 
Gebietes eindeutig bestimmt ist. 


421 Feldgleichungen 


Bei Anwesenheit elektrischer Ströme müssen die magnetischen Feld- 
gleichungen (411.1 und 2), wie in [412] gezeigt wurde, durch die Gleichungen 


$ary=J a8 =0 B=WH+N 0) 


ersetzt werden. Die erste der Gleichungen enthält ein Umlaufintegral über 
einen geschlossenen Weg. Denkt man sich diesen Weg als Randkurve einer 
im übrigen beliebig geformten Fläche, so gilt bei Verwendung des STOKES- 


schen Satzes (137.10) 
Bars-[aildx9). (2) 


J in (1) bedeutet den durch diese gedachte Fläche hindurchtretenden 
Gesamtstrom, der über 


I=fafi (3) 


mit der Stromdichteverteilung j(t) zusammenhängt. 
Beim Einsetzen von (2) und (3) in (1) entsteht 


als: xs-i]=0. (4) 


gültig für beliebig geformte und beliebig berandete Flächen und deshalb 
auch für ein einzelnes infinitesimales Flächenstück df von beliebiger 
Richtung. Sie kann daher nur erfüllt werden, wenn der neben df auf- 
tretende Vektor in (4) verschwindet, wenn also die erste der Gleichungen 


[) n 08 
=*9-] Ess; (5) 


erfüllt wird. Dies ist die infinitesimale und für viele praktische Zwecke 
einfachere Formulierung der ersten Gleichung von (1). Die entsprechende 
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Form der zweiten Feldgleichung ist aus (341.4) bekannt und.in (5) hinzu- 
gefügt. 
Im Zusammenhang mit der ersten Feldgleichung (5) taucht noch eine 


weitere Frage auf, nämlich, ob diese Gleichung in sich widerspruchsfrei 
ist. Bildet man die Divergenz der linken Seite von (5), so entsteht 


0) () (7) 0) 
3 (9 X8) (X 5r)8= 0. (6) 
ein Ausdruck also, der genau wie in (115.13) identisch verschwindet, weil 


das auftretende Dreierprodukt zwei gleiche Vektoren enthält, nämlich die 
Differentialvektoren ö/Or. Diese Gleichung geht somit in die Bedingung 


Li (7) 


für die Stromdichte j über. Gleichung (5) kanı also nur gelten, wenn j 
entsprechend (7) divergenzfrei ist. Andererseits aber vermittelt der Er- 
haltungssatz der Ladung (355.6) einen Zusammenhang zwischen j und der 
Ladungsdichte o, nämlich 


90, di 
+ =0. (8) 


Die erste Feldgleichung (5) kann daher nur im Falle 00/öt = 0 gelten. Das 
ist nur bei stationären, sich im Zeitablauf nicht ändernden Strom- und 
Ladungsverteilungen der Fall. Dadurch erfährt die Gültigkeit dieser Feld- 
gleichung eine beträchtliche Einschränkung. In diesem gesamten Teil [4] 
werden nur stationäre Ströme betrachtet, bei denen also zwischen (7) und 
(8) kein Widerspruch besteht. 


422 Potentialgleichung und Lösungen 


Die Frage der Feldberechnung von 9 oder ® für gegebene Leiter- 
anordnungen wurde in [41] mit elementaren Methoden gelöst. Aufbauend 
auf der OERSTEDschen Beobachtung ergaben sich die Felder $(r) kom- 
plizierter Stromyerteilungen durch sinngemäße Erweiterungen. In diesem 
Kapitel soll das Problem, bei gegebener Stromverteilung das zugehörige 
Magnetfeld zu finden, durch Einführung eines Potentials systematisch be- 
handelt werden. 


Diese Methode steht in gewisser Analogie zu der Aufgabe der Elektro- 
statik, bei gegebener Ladungsverteilung o die von dieser Ladung erzeugte 
Feldstärke & (rt) zu berechnen. Im Vakuum lauteten die hierfür erforderlichen 
Feldgleichungen (335.2) in infinitesimaler Form 


° 1 
ZxE=0 = 2 —_ 0. (1) 
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Die erste dieser Gleichungen rechtfertigte für & einen Ansatz als Gradient 
eines Potentials U, für das die anderen beiden Beziehungen in (1) eine 
Bestimmungsgleichung lieferten: 


U 
ie —9AU=0. (2) 
Die Lösung der Potentialgleichung war 
= dt’o 
nr { a 


wenn nicht besondere Randbedingungen das Hinzufügen homogener 
Lösungen erforderten. Die Feldstärke & entstand aus (3) durch Bildung des 
negativen Gradienten. 

Verschwindet die Magnetisierung (W = 0), so lauten die magnetischen 
Feldgleichungen (421.1 und 5) 


Hier ist es unmöglich, für 9 einen Potentialansatz im Sinne von (2) zu 
machen, weil das Ö9-Feld an Orten j +0 Wirbel, also geschlossene Feld- 
linien, besitzt. Dagegen erlaubt die erste Gleichung von (4) für das Magnet- 


feld 8 den Ansatz 
(7) 
B=>;,.XU. | (5) 


Dieser Ansatz befriedigt nämlich die erste Gleichung von (4) automatisch, 
denn es gilt 


0) () o ö 
Hr) (EX)aU=0 (6) 
Beim Einsetzen von (5) in die übrigen beiden Feldgleichungen (4) ent- 


steht für das in (5) eingeführte, sogenannte Vektorpotential A (rt) 


5x (9x) = Mi 7) 


als Bestimmungsgleichung. Auf der linken Seite von (7) steht ein zweifaches 
Vektorprodukt, das — genau wie bei gewöhnlichen Vektoren — in 


0) od () ou 
rar) or au (8) 


zerlegt werden kann. Würde man verlangen, daß das in (5) eingeführte 
Feld X der Nebenbedingung 


ou 
0 (9) 
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genügen sollte, so entstünde aus (7) und (8) die erheblich einfachere Glei- 


chung 
oo 


zur Bestimmung des Vektorpotentials W. 


In [424] wird gezeigt, daß der Ansatz (9) immer gerechtfertigt ist. Die 
aus (8) und (9) hervorgehende Gleichung (10) aber gilt nur unter der in 
(4) enthaltenen Voraussetzung (421.7, denn es ist 

a OA dj 


5 AU = 4Min 


d. (11) 


Die Bedingung (9) ist also zulässig, wenn die Stromdichte j(rt) quellenfrei 
ist. Das ist aber, wie zu [421.7] ausgeführt wurde, in der durch die Glei- 
chungen (4) gegebenen Theorie ohnehin vorausgesetzt. 


Multipliziert man die Vektorgleichung (10) nacheinander mit den Ein- 
heitsvektoren e,, €e,, €,, so entstehen drei Gleichungen vom Typ der 
Potentialgleichung in (2) lediglich mit anderen Bezeichnungen. Jede dieser 
drei Gleichungen besitzt eine Lösung entsprechend (3). Die drei so ent- 
stehenden Lösungen lassen sich wieder zu einer Vektorgleichung zusammen- 
fassen, nämlich zu 


u) (12) 


Re] " 


Dies ist also eine Lösung der Potentialgleichung (10) für beliebige Strom- 
verteilungen j(r). Sie besitzt, genau wie U in (3), die Randeigenschaft, in 
der Grenze |r|— oo zu verschwinden. Sind die Randbedingungen des 
Problems in komplizierterer Form gegeben, so treten zu (12) noch Lösungen 
der homogenen Gleichung AUX = 0 hinzu. 


Damit kann die gestellte Aufgabe als im wesentlichen gelöst angesehen 
werden. Eine beliebige Stromverteilung j(t) erzeugt das Vektorpotential W, 
gegeben durch (10) oder (12), aus dem sich durch die Rotationsbildung (5) 
das zugehörige Magnetfeld ® unmittelbar berechnet. Das gleiche gilt für 
das Feld 9, das sich unter den hier gemachten Voraussetzungen von ® nur 
um einen Faktor 1/ı, unterscheidet: 

1 10 dr’ 8 ir) dr’ iW)x tv) 


u er u ee Ar dr tr] 4r tv]? 


(13) 


Ist der betrachtete Raum nicht leer, sondern von einem Medium gleich- 
mäßig erfüllt, das die Dielektrizitätskonstante e und die magnetische 
Permeabilität u besitzt, so gelten, genau wie in [335], alle Gleichungen 
dieses Abschnitts. Man hat lediglich 


Eg— E&, U Ullo (14) 
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zu ersetzen. Sind die Größen e und u nur gebietsweise konstant, so treten 
an den Grenzflächen die üblichen, in [335] besprochenen Randbedingun- 
gen auf. 


Das Vektorpotential X für einen Strom, der sich nur in einem sehr dünnen 
Draht befindet, wird ebenfalls durch (12) berechnet. Die Integration dr’ 
verläuft dabei lediglich über die Volumenelemente des Drahtes, weil nur 
dort j=0 ist. Für ein Stück d$ des Drahtes gilt dann 


dr’jr)|=|as|Fljj=|d3lJ. (15) 


F ist der Drahtquerschnitt und J der längs des Drahtes konstante Gesant- 
strom J. Da außerdem j und d3 gleiche Richtungen haben, gilt 


dr’ iW)=d3J, (16) 
und der Ausdruck (12) für das Vektorpotential X geht in 
Mod ds 
AUT, a en) 
über. Das zugehörige Magnetfeld (5) ist 
90 0 Md 0) 1 WoJ [dx (v—8) 
B= x 4r fas % a ee ef r— 3) (18) 


und stimmt mit der auf elementarem Wege gewonnenen Formel (415.5) 
überein. Sinngemäß ergibt sich auch (415.6). Diese Ausführungen zeigen, 
daß alle Ergebnisse von [41] sich durch systematische Behandlung der 
Feldgleichungen (4) unter Verwendung des Vektorpotentials A verhältnis- 
mäßig einfach gewinnen lassen. 


Gelegentlich entsteht die Aufgabe. das Vektorpotential X zu berechnen, 
wenn das zugehörige Magnetfeld 8 homogen, also überall im Raum konstant 
ist. In diesem Falle gilt 

1 
AND=—-Z—IrxB); | (19) 


& 


wovon man sich leicht durch Einsetzen in (5) überzeugt. Es gilt nämlich 


ö 19 
grd=-—> xx ®) en 
1 h) Or 1 
= >|® 5, °t 804] TR: 


Die Differentiationen wurden entsprechend (137.18) durchgeführt. Da A 
lediglich die Eigenschaften (5) und (9) besitzen soll, kann man zu (19) eine 
beliebige Konstante hinzufügen, ohne diese Eigenschaften zu ändern. 
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423 Feld eines magnetischen Dipols 


Das von einem magnetischen Dipol m hervorgerufene Magnetfeld ® wird 


durch die Gleichungen 
oV mt 
B=- Hr a; u 


bestimmt und führt nach Elimination von V auf die Gleichung 


Bi=— 0. (2) 


4rcr? 


Einfachheitshalber ist hier angenommen, daß sich der magnetische Dipol 
im Koordinatenursprung t = 0 befindet. 

Eine andere Möglichkeit zur Berechnung des Magnetfeldes (2) geht davon 
aus, daß m das gleiche Feld ® erzeugen soll wie.ein Ringstrom J, der eine 
kleine Fläche % umschließt, wenn die Normalenrichtung von % mit derjenigen 
von m übereinstimmt und zwischen den Größen der Zusammenhang 


= ww (8) 
besteht. Nach (422.5 und 17) wird das Magnetfeld eines solchen Ring- 


stroms durch die ne 


B=--xU ya e 


4r Y 1-3] (4) 


berechnet. Be man von V nur die Komponente in e-Richtung 
(e=konst.), so gilt 


Ko dse 27,18 e 
A r—3ı — = jai (5 x Fe): 5) 
Hier ist das RR über den Integranden e/|r—3| unter Ver- 
wendung des StokEsschen Satzes (137.10) in ein Integral über eine vom 
Weg des Ringstroms umrandete und sonst beliebig geformte Fläche über- 
führt. Weiter kann in (5) O/Or’ durch —0/Or ersetzt und aus der Integration 
herausgezogen werden. Dabei entsteht 


--Z era ereen © 


Handelt es sich, wie BE wurde, um eine sehr kleine Fläche 5 am 
Koordinatenursprung, so geht (6) bei Verwendung von (3) in 


o\ wIR BR) m 
e1=(ex 5) anr ey: R 1) M 


über. Diese Gleichung gilt für jeden Einheitsvektor e. Das ist nur möglich, 
wenn die auf beiden Seiten von (7) neben e stehenden Vektoren gleich sind. 
Somit ist 

ah ö 1 _Mmxt (8) 


ot 4Arr 4rr? 
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das Vektorpotential eines magnetischen Dipols vom Moment m. Das 
skalare magnetische‘ Potential des gleichen Dipols ist in (1) angegeben. 
Durch Rotationsbildung entsprechend (4) entsteht das Magnetfeld 
° i 


ö ö 
BZ RI-- xmX Ze) (9) 


Die Auswertung des doppelten Vektorprodukts liefert 


PÜNERERE: SU DILUR. DIRPIRE DIOR WORRINRL OEREL 
gt ar NG, Im öt Arr 


(10) 


außerhalb des Koordinatenursprungs, weil Ä(l/4xr) verschwindet. Es 
entsteht daher, wie man erwarten sollte, auch hier wieder der Ausdruck (2) 
für das Magnetfeld von m. Die Berechnungen über das skalare magnetische 
Potential V und über das Vektorpotential X sind also in diesem Falle 
gleichwertig. 

Eine Besonderheit bleibt in diesem Zusammenhang noch zu be- 
sprechen. Stellt man sich ein magnetisches Moment m vor, also eine Dipol- 
quelle des $-Feldes, dann sollten 9 und auch ® = u, nicht quellenfrei 
sein und daher kein Vektorpotential X besitzen. Betrachtet man dagegen 
einen Ringstrom, dann sollten die Vektoren ® und 9 zwar quellenfrei sein 
und ein Vektorpotential besitzen, aber nicht wirbelfrei sein, und man wäre 
nicht berechtigt, im Sinne von (1) für ® ein skalares Potential anzusetzen. 
Dieser Widerspruch erklärt sich dadurch, daß die hier erwähnten Quellen 
und Wirbel von 9 und 8 sich lediglich im Koordinatenursprung befinden, 
die Potentiale V und X in (1) und (8) aber nur für |r|=+ 0 erklärt sind. Hier 
sind aber beide Felder sowohl quellen- als auch wirbelfrei. 


424 Allgemeines über Vektorfelder 


Im Zusammenhang mit den Überlegungen zu den Vektorfeldern ®, 9 
und X scheint es zweckmäßig, einen allgemeinen mathematischen Satz 
über Vektorfelder zu beweisen. Er lautet: 


Ein Vektorfeld &(r) ist durch Angabe seiner Quellen q(t) 
und Wirbel w(r) sowie durch Angabe seines Randverhaltens (1) 
vollständig bestimmt. 


Den Beweis dieses Satzes erhält man am einfachsten, wenn man versucht, 
ein Vektorfeld $ (rt) aus den Angaben von (1) zu berechnen, und anschließend 
feststellt, ob die dabei erhaltenen Lösungen eindeutig sind. 


q(x) und mw (rt) sind als die Quellen und Wirbel des zu bereehnenden Feldes 
(rt) gegeben. Das gesuchte Feld genügt also den Gleichungen 


eg) RT). 6) 
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Die Quellen q(t) werden beliebig vorgegeben, die Wirbel w(r) dagegen 
können kein beliebiges Vektorfeld darstellen. Bildet man nämlich die 
Divergenz der zweiten Gleichung von (2), so verschwindet — genau wie 
in (422.6) — die linke Seite, und es entsteht 


0. (3) 


Die Wirbel ıw eines Feldes % müssen also ihrerseits quellenfrei sein, wenn 
die entsprechende Gleichung (2) nicht einen Widerspruch in sich selbst 
enthalten soll. 


Für das gesuchte Feld % wird jetzt ein Lösungsansatz 


= dt u 

95, du 

Era ar (4) 
ö ö 

iu X uw 


gemacht, bestehend aus einem Feld %,, das zwar die Quellen von (2), 
aber keine Wirbel besitzt, und einem Feld %,,, das zwar die Wirbel von (2), 
aber keine Quellen besitzt. %, ist wirbelfrei und kann durch ein skalares 
Potential beschrieben werden; %, ist quellenfrei und kann durch ein Vek- 
torpotential dargestellt werden. Für die in (4) eingeführten Größen wird 
also weiter der Ansatz 


ou [) OD 
Nr 7 Gem gr XD 0 68 


mit zunächst noch unbekannten Feldern w und v gemacht. 

Beim Einsetzen in die vier Bestimmungsgleichungen (4) für 5, und %, 
werden zwei Gleichungen voraussetzungsgemäß erfüllt. Die anderen beiden 
Gleichungen führen auf die Bedingungen 


Ag x (5 x0)=m (6) 


für « und dv. Die in (5) gemachte Voraussetzung der Quellenfreiheit von v 
überführt die zweite Gleichung (6) in 

—Ap=m. (7) 
Die Zerlegung des doppelten Vektorprodukts erfolgt wieder wie in (422.8). 
Es erhebt sich die Frage, ob die im Ansatz (5) gestellte Bedingung der 
Divergenzfreiheit von vd mit den Grundgleichungen (2) verträglich ist. 
Bildet man die Divergenz von (7), so folgt, daß die Wirbel mw divergenzfrei 
sein müssen, eine Voraussetzung, die aber auch schon aus den Grund- 
gleichungen (2) gefolgert wurde. Diese zusätzliche Forderung an dv stellt 
also keinerlei Einschränkung dar. 
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Faßt man die Gleichungen (4) bis (7) zusammen, so entsteht für das 
gesuchte: Feld der Ansatz 


ne er (8) 


mit den noch unbekannten Größen u und p, die aus den Potentialgleichungen 
(6) und (7) zu berechnen sind. Die Lösungen von (6) und (7) sind nach (221.8) 
im einfachsten Falle 

se dr’g(r) = dr’w(tr (9) 


ar |t—V| : 


Beim Einsetzen von (9) in (8) erhält man das gesuchte Feld 5 in direkter 
Abhängigkeit von den Quellen q und Wirbeln w. 


Es bleibt noch die Frage der Eindeutigkeit zu untersuchen. Zu diesem 
Zweck werden zwei Lösungen %, und %, betrachtet, die zu ein und der- 
selben Quell- und Wirbelverteilung gehören. Beide werden entsprechend (8) 
durch Potentiale v,, d,, bzw. u,, d,, beschrieben. Die Potentialdifferenzen 


U=uw—u, B=mn—% (10) 
genügen den homogenen Potentialgleichungen 
AU=0 AB=d0. (11) 


Das sind insgesamt vier skalare Gleichungen, für deren Lösungen U und ® 
die gleichen Überlegungen wie in [321] angestellt werden können. Sind 
die beiden Lösungen %, und %, am Rande gleich, so können die Poten- 
tiale so gewählt werden, daß sie dort ebenfalls gleich sind. Die Differenzen 
U und ® verschwinden dann am gesamten Rand. Da die Lösungen der 
Potentialgleichungen (11) nach [322] aber keine Extremwerte im Inneren 
aufweisen dürfen, gilt unter diesen Voraussetzungen 


V=0 V=0. (12) 


Dann sind auch %, und %; identisch. Bei hinreichend vorgegebenen Rand- 
bedingungen ist % also durch seine Quellen und Wirbel vollständig be- 
stimmt. 


Übungsaufgaben 

42.1. Berechne das Vektorpotential A(r) für einen stromdurchflossenen geradlinigen 
Draht unter Benutzung von (412.9). 

42.2. Wie sieht das Magnetfeld aus, dessen Vektorpotential die Form 


0 
Ar) = für Jext|z@R 
au J(e x r)/2 


hat? (e = konstanter Einheitsvektor) 
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43 Energie und Kraft 


Zusammenfassung: Da für die Energiebilanz das erst in Teil 5 behandelte In- 
duktionsgegetz eine wichtige Rolle spielt, müssen die Kraftwirkungen zwischen strom- 
führenden Kreisen durch die Analogie entsprechender magnetischer Dipolschichten 
behandelt werden. Auf diese Weise wird die potentielle Energie E, zwischen strom- 
führenden Kreisen, deren Ströme durch äußere Stromquellen konstant gehalten 
werden, berechnet. Die bei Verschiebungen und Verbiegungen der Stromkreise auf- 
tretenden Kräfte folgen unmittelbar aus #,. Eine Untersuchung der von elektrischen 
Strömen hervorgerufenen magnetischen Feldenergie liefert E=—E,>0 und für E 
die drei Ausdrücke 


a m ff dearii 
B-5[dr98 B=z[ari“ E elf an 


Sofern die Ströme in dünnen Drähten fließen, erhält die Feldenergie E die Form 


i k 
1 ko ® ds, d3, 
E=— YJJ,. Li L . 
B Ari ie kik ik 4r EER] 


Die dabei auftretenden Größen Z,, sind die Koeffizienten der gegenseitigen Induktion. 
Bei der Selbstinduktion spielt jedoch die Dicke des Leiters eine wesentliche Rolle; 
man berechnet sie daher am besten aus Z,, =J7L,/2. In einfachen Fällen lassen 
sich die Induktionskoeffizienten leicht berechnen. Die Selbstinduktion einer Ringspule 
ist L = uu,9?Ö. Über die in den Gleichungen auftretenden Dimensionskonstanten &, 
und u, wird im verwendeten MKSA-System durch den willkürlichen Zahlenwert 
A =4r 10° Vs/Am verfügt. Wegen des Zusammenhangs &,4,c?=1 mit c=3- 10° ms”! 
folgt daraus 1/4 re, = 9- 10° Vm/As. Bei Anwesenheit von elektrischen und magneti- 
schen Feldern wirkt auf eine bewegte Ladung die Lorentz-Kraft @=e[l&C+3x 8]. 
Der Einfluß konstanter Magnetfelder ® auf eine im wesentlichen durch elektrische 
Felder € bestimmte Bewegung besteht in einer zusätzlichen Rotation mit der Winkel- 
geschwindigkeit © =—e®/2M. Diese Zusatzrotation induziert bei den in den Atomen 
umlaufenden Elektronen ein magnetisches Dipolmoment und ist verantwortlich für 
den Diamagnetismus. 


431 Magnetische Feldenergie 


Die durch Ströme hervorgerufenen Magnetfelder genügen den Gleichungen 
ö 4 


Um eine entsprechende Feldverteilung zu erzeugen, ist nach (241.6) die 
Energie 


l 
Ede 9-5 [4198 (2) 
erforderlich. 


Zur Umformung von (2) wird zunächst ® durch das Vektorpotential 


ö 
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ersetzt. Weiter wird die Formel 
26x02 loxwW+2(oxd) 
(2x0) %) . 


benutzt. Bei der Divergenzbildung (4) muß der Differentialoperator 0 /dr 
sowohl auf 9 als auch auf X angewandt werden. Nach der Produktregel ent- 
steht die erste Zeile von (4). Sie ist so zu verstehen, daß in jedem der beiden 
Glieder die Differentiation nur auf den mit einem Pfeil versehenen Vektor 
ausgeübt wird. In der zweiten Zeile sind die Dreierprodukte (Spatprodukte) 
in einer solchen Reihenfolge geschrieben, daß dies automatisch der Fall 
ist. 


Der beim Einsetzen von (3) in (2) entstehende Integrand wird nun 
durch (4) ersetzt und liefert bei Verwendung des GAUSSschen Satzes 
(135.8) 


nt [aru(2x0) I faroxw. (5) 


Versteht man unter Z in (2) die im gesamten unendlichen Volumen vor- 
handene Feldenergie, so muß die Oberflächenintegration in (5) über den 
Rand dieses Gebietes erstreckt werden, z. B. über eine Kugel vom Radius 
R—- x. Da man den Formeln (415.5) und (422.12) unmittelbar entnimmt, 
daß die Felder 9 und Win großen Abständen proportional zu R-? und R-! 
sind und da weiter die Oberfläche selbst nur mit R? wächst, geht das Ober- 
flächenintegral in (4) mit R-! gegen 0. Es kann daher fortgelassen werden. 


Die in (5) enthaltene Rotation des 9-Feldes wird nach der Feldgleichung 
(421.5) ersetzt, und die beschriebenen Umformungen lassen sich in 


n-4 jarsa=4 [ars (2 x0)=—4 farlox 2) u 


(6) 
-5 fara(z;x 9)= 15 fariu 


zusammenfassen. j ist die vorhandene Stromverteilung und X das durch 
die gleiche Stromverteilung hervorgerufene Vektorpotential, das in (422.12) 
berechnet wurde. Beim Einsetzen jenes Ergebnisses entsteht 


-2./f ae u) 


als dritter Ausdruck für die magnetische Feldenergie einer Stromverteilung. 


Falls die Ströme nur in dünnen Drähten fließen, so daß 
idt= Jd3 (8) 
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gesetzt werden kann, läßt sich (7) durch 


a u d3,d8, 
rg rlılr k udh 8] 9) 


darstellen. Die Größe L,, wird als Koeffizient der gegenseitigen Induktion 
bezeichnet. Der Umlaufsinn beider Integrale wird üblicherweise so ge- 
wählt, daß Z,, positiv wird. Die Vorzeichen von J; und J, sind dann 
dementsprechend festzusetzen. Würde man versuchen, Z,, durch (9) zu 
berechnen, indem man beide Integrationen über die gleiche Schleife führt, 
so erhielte man L,, = ©, weil der Integrand unendlich wird. Das liegt 
daran, daß die Selbstinduktion Z,, im Gegensatz zu den Koeffizienten 
der gegenseitigen Induktion nicht nur durch die Form des Stromkreises, 
sondern maßgeblich durch seine Dicke beeinflußt wird. Bei der Berechnung 
von Selbstinduktionen ist daher die in (9) gemachte Voraussetzung des 
unendlich dünnen Leiters nicht statthaft. 


432 Wechselwirkung zwischen Stromkreis und Magnetfeld 


Ein geschlossener Stromkreis befindet sich in einem äußeren Magnetfeld 
® = u,d, das im Bereich des Stromkreises sowohl wirbel- als auch quellen- 
frei ist. An der Stromquelle ist auf irgendeine Weise dafür gesorgt, daß 
der Strom J im Kreis konstant gehalten wird. Gefragt ist nach den Kräften 
$, die das Feld auf den Stromkreis ausübt. Bei einer gleichmäßigen Ver- 
schiebung des Stromkreises zum Beispiel um da leistet dieses elektro- 
magnetische System die Arbeit daß. Sie müßte der Feldenergie (431.2) 
als —6E fehlen, wenn es sich hier um ein abgeschlossenes System handeln 
würde. In Wirklichkeit aber ist das System nicht abgeschlossen, da von der 
Stromquelle her dem Stromkreis Energie zu- oder abgeführt werden kann. 
Daher ist auch die bei einer Verschiebung da eintretende Änderung der 
Feldenergie kein Maß für die vom Feld am Stromkreis geleistete Arbeit. 

Uın trotzdem die auftretenden Kräfte bestimmen zu können, berück- 
sichtigen wir den in [41] ausführlich besprochenen Sachverhalt, daß bei 
einer magnetischen Dipolschicht, deren Randkurve mit der des Strom- 
kreises übereinstimmt, die gleichen magnetischen Wirkungen wie bei einem 
Stromkreis mit konstantem Strom beobachtet werden. Wir können daher 
den Stromkreis durch eine entsprechende magnetische Dipolschicht er- 
setzen, deren Feldenergie die eines abgeschlossenen Systems ist. Statt der 
durch den Strom j hervorgerufenen Felder 
0 B=UH ZEXB- Mi (1) 
betrachten wir die durch die Dipolschicht M erzeugten Felder 


h) d 
= B=mHHM X ZIıM. (2) 
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Beide liefern das gleiche Feld ®, wenn die Verteilung der Magnetisierung M 
so eingerichtet wird, daß 


; {) 
Wi, KM (8) 


gilt. Die Richtigkeit dieser Beziehung zeigt der Vergleich von (1) und (2). 
Integrieren wir (3) über eine Fläche, die entsprechend Abb. 623.2 vom 
Draht durchstoßen wird, so gilt 


Sat wi = Ham kJ = Ma (4) 


und damit der schon früher in (414.3) geforderte Zusammenhang zwischen 
dem Strom J einerseits und der Dipoldichte /M andererseits. 


Die Wechselwirkungsenergie der Dipolschicht im gegebenen Feld ist 
gleich der Arbeit, welche erforderlich ist, um alle durch oy beschriebenen 
Magnetpole als Ganzes (starr!) aus dem feldfreien Raum an ihren Ort zu 
bringen. Nach (233.2) ist diese Energie analog zu dem entsprechenden 
elektrostatischen Problem 


9 
E=[arouV=— [ar GV = [arm = —[drmp. (5) 
In dieser Gleichung bedeutet entsprechend 
IM oV 
u ge (6) 


oy ie Magnetpoldichte und V das zum äußeren Feld $ gehörige magne- 
tische Potential. Die weiteren Ausdrücke in (5) entstehen durch Einsetzen 
von (6), partieller Integration im Sinne von (232.15) und nochmaliger Be- 
rücksichtigung von (6). Gleichung (5) enthält das von (241.5) her bekannte 
Ergebnis für die Wechselwirkung —m$ eines magnetischen Dipols m im 
Feld 9. 


Unser nächstes Ziel besteht darin, Zy durch die Wirbel (3) der Magneti- 
sierung M darzustellen. Wir ersetzen zu diesem Zweck das äußere Feld 9 
zunächst durch ®/u, und führen mit ® = rot das Vektorpotential ein: 


B=—— drMBß-— —[drm (x x) 


1 ° 
- I farm Z)a--[arie. 
Der dritte Ausdruck für E entsteht aus dem zweiten durch partielle 


Integration im Sinne von (431.5), der letzte durch Umstellung der Vektoren 
und Verwendung von (3). 


(7 


Bezieht sich die Wechselwirkungsenergie (7) auf einen einzelnen Strom- 
kreis, so kann mit 


idt= Jd3 (8) 
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die Volumenintegration in eine solche über den Draht überführt werden. 
Der letzte Ausdruck in (7) erhält dann die Form 


#--1dasa-- [al x \--fare. (9) 


Der zweite Ausdruck für E wird über den Srtokesschen Satz gewonnen. 
Der letzte spielt eine sehr wichtige Rolle bei der Berechnung von Elektro- 
motoren und Dynamomaschinen. Das neben J stehende Integral wird als 
der durch den Stromkreis hindurchtretende magnetische Feldfluß bezeichnet. 
Nunmehr soll untersucht werden, wie Z sich ändert, wenn die gesamte 
Stromverteilung um ein Stück da verschoben wird. Um das Ergebnis in 
möglichst allgemeiner Form zu erhalten, verwenden wir den letzten Aus- 
druck (7) und ersetzen dort die Stromdichte entsprechend 


ie) > ilt— da). (10) 


(Dies hat zur Folge, daß die früher bei r = 0 befindliche Stromdichte j(0) 
sich jetzt beir— da = 0, also beir = da, aufhält). A(r) in (7) bleibt natür- 
lich unverändert. Diese Verschiebung (10) der Stromdichte j im äußeren, 
durch W beschriebenen Feld hat eine Änderung der Wechselwirkungs- 
energie gemäß 


E—E-+öE SE = —- daR (1) 


zur Folge. Die Abnahme von E ist gleich der vom Feld geleisteten Arbeit. 
X bedeutet daher die magnetische Kraft. 


Transformieren wir den letzten Term (7) entsprechend (10) und (11) und 
entwickeln für kleine öa, so entsteht 


35 = [dröaz ie arlix (2- xa)+ue Lil (12) 


für die Änderung von E. Da ö/ör wegen seiner Vektoreigenschaft nicht 
an beliebiger Stelle der Formel auftreten kann, werden die von O/ör zu 
differenzierenden Funktionen mit einem senkrechten Pfeil | bezeichnet. 
Da nach (10) nur j variiert wurde, bezieht sich die Differentiation zunächst 
nur aufj. Der zweite Ausdruck in (12) wird aus dem ersten entsprechend 
ax(bxXc)=boac—coab gewonnen. Der letzte Term in ihm verschwin- 
det den Voraussetzungen dieses gesamten Teils entsprechend, indem nur 
stationäre Ströme divj = 0 betrachtet werden. Der vorletzte Term wird 
ähnlich wie (431.4 und 5) partiell integriert. Dabei entsteht ein verschwin- 
dendes Oberflächenintegral und, mit umgekehrtem Vorzeichen, der sonst 
gleiche Term, bei dem allerdings X statt j vom Operator ö/dr differenziert 
wird. Der Vergleich mit (11) liefert wegen der willkürlichen Wahl der Ver- 
schiebung da 


a /arix (- x) -[drix ® | (13) 
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für die vom äußeren Magnetfeld ® auf die Stromverteilung j ausgeübte 
Kraft. 


Wird die Stromdichte j durch eine mit der Geschwindigkeit vd bewegte 
Ladungsverteilung o hervorgerufen, so ist nach (352.1) j= od». Auf eine 
bewegte Ladungswolke wirkt also in einem äußeren elektrischen Feld € 
und magnetischen Feld ® neben der elektrischen noch eine magnetische 
Kraft (13). Die Gesamtkraft, die übrigens nicht an die Voraussetzung 
divj=0 von (421.7) gebunden ist, 


| 8=/[drelC+0x 8] (14) 


wird als LoRENTzZkraft bezeichnet. Die Integration ist über das gesamte 
Volumen der Ladungswolke zu führen. Für eine einzelne Punktladung Q, 
die nach (221.6) durch die Dichteverteilung 


er, )=QÖlr—$(t)) (15) 
beschrieben werden kann, entsteht als LORENTzkraft 
KERLE) +SX BE]: (16) 


Bei der Rechnung sind die Ausführungen von [131] zu berücksichtigen. 
Wird das Magnetfeld in (13) durch ein anderes Leiterelement d3’, das 
vom Strom J’ durchflossen wird, hervorgerufen, so gilt nach (422.18) 


B— WJ’ d&’x (3— 3’) 
4r |s-»P 


(17) 


Die Kraft zwischen zwei verschiedenen geschlossenen Leitern entsteht 
durch Summation der Beiträge aller Wegelemente d3 und d3’ beider Leiter. 
Diese Kraft ist mit (8) 


ER wJdE x [J'd3’ x (8 3)] 
e-dP . 4 |3 — 8 |3 u (18) 


X ist die vom Stromkreis J’ auf den Stromkreis J ausgeübte Kraft (und 
nicht umgekehrt!). 


Die in diesem Ausdruck auftretenden etwas komplizierten Richtungs- 
beziehungen bedürfen noch einer Diskussion. In Abb. 432.1 ist gezeigt, 
daß die Kraftwirkung auf einen Leiter der Definition des Vektorprodukts 
entsprechend senkrecht zur Stromrichtung, aber auch senkrecht zum 
Magnetfeld 8 erfolgt. Abb. 432.2 zeigt zwei parallele Leiter. In Über- 
einstimmung mit Abb. 411 hat ® die Richtung des vom Stromkreis J’ 
erzeugten Magnetfeldes. Sind J und J’ beide positiv, also parallel gerichtet, 
so besitzt die Kraft $} in (18) die Richtung vom Leiter J zum Leiter J”. 
Damit läßt sich zusammenfassend feststellen, daß die durch elektrische 
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Ströme erzeugten Magnetfelder bei parallelen Strömen eine gegenseitige 
Anziehung, bei entgesengerichteten Strömen dagegen eine Abstoßung be- 
wirken. Diese Kräfte sind im Inneren von Transformatoren oft erheblich 
und müssen bei der mechanischen Konstruktion berücksichtigt werden. 


h-Jdöx$ 


& 
J 
Jd6T--- 
A Jd6 
-% 
Abb. 432.1. Abb. 432.2. 
Kraft auf einen Strom im Magnetfeld Kraft zwischen parallelen Strömen 


433 Wechselwirkung zwischen Stromkreisen 


Im letzten Abschnitt wurde die Wechselwirkung von Stromringen einer- 
seits mit einem unabhängig von ihnen vorhandenen Magnetfeld anderer- 
seits betrachtet. Nunmehr soll die Wechselwirkungsenergie magnetischer 
Dipolschichten untereinander berechnet werden. Sie eignet sich dazu, 
die gegenseitige Wechselwirkung stationärer Stromkreise zu untersuchen. 

Wir betrachten zunächst eine beliebig vorgegebene Dipolverteilung M. 
Analog zum entsprechenden elektrostatischen Problem [232] ist die 
erforderliche Arbeit, um alle Magnetpole einzeln an ihre Plätze zu bringen, 


ddr’ 0y0% 2 Ko 2 
2, [re 4 fareuv= &[argr. a) 


In diesen wahlweise verwendbaren Ausdrücken ist die Magnetpoldichte oy 
durch (432.6) gegeben. V ist das Potential des durch die Magnetpole selbst 
hervorgerufenen Feldes $. Um (1) durch M selbst darzustellen, formen 
wir den mittleren Ausdruck entsprechend (432.5) um und erhalten 


=; farn9- 2, [a RN@®- m. (2) 


Für weitere Umformungen ist im Gegensatz zu den Voraussetzungen des 
vorigen Abschnitts 


0) R 
B=HHHM x M=Mmi (3) 


zu beachten. Die Wirbel von I werden aus den gleichen Gründen wie bei 
(432.3) mit u,j bezeichnet. Entsprechend 
E=E'+E"” Br =. [arm (4) 
Ho 


13 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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besteht die Feldenergie E aus zwei Anteilen. Der noch verbleibende 
Term E’ von (2) kann wieder entsprechend (432.7) ausgewertet werden 
und liefert 


Be 1 Be | or. __ 4 ff derart’ = 
® ist hier das durch j bzw. rot M hervorgerufene Feld, das den a 
B- x E=0 —AA=Wi (6) 


genügt. Mit der bekannten Lösung (221.8) der Po1ssonschen Gleichung 
entsteht der letzte Term von (5). 


Die durch (4) und (5) gegebene Feldenergie E gilt für beliebige Dipol- 
dichten Mr) und ihre mit u,j bezeichneten Wirbel. Bei einer Verschiebung 
der Dipolverteilung liefert die zugehörige Änderung von E die dabei ver- 
richtete magnetische Arbeit. Wegen der Gleichwertigkeit von Dipolschich- 
ten und Stromkreisen ist aber die erwähnte Arbeit gleich derjenigen, die 
erforderlich ist, um entsprechende stromdurchflossene Drahtringe zu ver- 
schieben. Wir betrachten ein aus zwei Drahtringen bestehendes Gebilde, 
das von den Strömen J, und J, durchflossen wird. Dann können ent- 
sprechend (431.9) die Volumenintegrationen in (5) gemäß 


drj= Jı da, + Jg2d3g (7) 


in Integrationen d3, und ds, über die beiden Drähte überführt werden. 
Bei einer Verschiebung der beiden Drahtringe gegeneinander (ohne Ver- 
biegung der einzelnen Drähte) bleibt #” von (4) unverändert, da die beiden 
den Drahtringen zugeordneten Dipolschichten selbst unverändert bleiben. 
Es ändert sich nur E’ und in diesem Ausdruck (5) auch nur das gemischte 
Glied 


1 2 
d3,ds 
Ba=—Jdız2 010 aa Thla=B,. 
so daß öE,—=— JıJ36L:>- 


(8) 


Der Faktor 1/2 von (5) entfällt hier, da dieses Glied wegen (7) beim Aus- 
multiplizieren zweimal auftritt. Nach diesen Ausführungen muß die ver- 
richtete Arbeit bei einer Verschiebung der Stromringe gegeneinander gleich 
der Energieänderung E,, allein sein. (8) kann daher als die potentielle 
Energie E, zweier Stromkreise mit konstant gehaltenen Strömen angesehen 
werden. Von der Feldenergie (431.9) unterscheidet sich E,, genau um das 
Vorzeichen. Der Zusammenhang zwischen der Feldenergie (431.7) und der 
hier betrachteten potentiellen Energie kann erst im nächsten Teil [5] unter- 
sucht werden, weil für die vollständigen Energiebilanz auch die dort unter- 
suchten Induktionswirkungen eine wichtige Rolle spielen. 
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Einstweilen können wir (8) als die potentielle Energie der beiden Strom- 
kreise ansehen. Bei einer Verschiebung der beiden Stromschleifen gegen- 
einander, beschrieben durch die Änderung irgendeines Parameters «, ändert 
sich L\,. Die Ströme J, und J, werden voraussetzungsgemäß durch ge- 
eignete Stromquellen konstant gehalten. Der einer solchen Verschiebung 
zugeordnete Kraftparameter ist dann 

OE12 OLıs 


Rs Gele. (9) 


Bei einer Verschiebung längs der x-Achse z.B. ist (9) die x-Komponente 
der Kraft. Für zwei parallele, ringförmige Stromkreise ist der Induktions- 
koeffizient L,,, wie man (8) entnimmt, um so größer, je kleiner die Ab- 
stände der Ringe sind. Mit geringer werdendem Abstand wächst also 243, 
und die potentielle Energie (8) wird kleiner, wenn J, und J, gleiche Vor- 
zeichen haben. Da Kraftwirkungen immer in die Richtung abnehmender 
potentieller Energie weisen, bestätigt diese Überlegung das bereits in 
[432] gefundene Resultat, daß parallele Stromkreise sich gegenseitig an- 
ziehen. Werden die parallelen Stromschleifen vom Strom in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen, so findet entsprechend Abstoßung statt. 


434 Berechnung von Induktionskoeffizienten 


Über die Gleichungen (431.2 und 9) bzw. (433.8) können die Induk- 
tionskoeffizienten L,, für alle vorkommenden Fälle berechnet werden. Als 
einfachstes Beispiel wird die Selbstinduktion einer Ringspule mit Eisen- 
kern berechnet. Ihre Feldenergie wird bei sinngemäßer Verwendung von 
(431.2) und unter Benutzung von (431.9) 


E=- [dr98-z PL. A) 


Für das Magnetfeld einer solchen Ringspule wurde in [413] + = vJ be- 
rechnet. ® wird durch B = uu,9 ersetzt. Bei Luftspulen ist 4 = 1, bei 
Spulen, die einen Eisenkern enthalten, ı. = 100. Die Feldenergie ist also 


=-FRog-F VW). (2) 


O bedeutet dabei das Innenvolumen der Ringspule. Der Vergleich von (1) 


und (2) liefert 
| L= uupv”Ö | (3) 


für die Selbstinduktion der Ringspule. Der gleiche Ausdruck gilt auch für 
Zylinderspulen, die so lang sind, daß die von den Enden der Spule her- 


13* 
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rührenden Störungen vernachlässigt werden können. Um die Selbst- 
induktion von Spulen zu erhöhen, ohne eine übermäßig große Zahl von 
Windungen pro Längeneinheit zu benötigen, versieht man solche Spulen 
gern mit Eisenkernen. 


Als nächstes Beispiel soll die gegenseitige Induktion von zwei quadrati- 
schen Drahtrahmen berechnet werden, die einander — wie in Abb. 434.1 — 
im Abstand a gegenüberstehen und 


z 
die Kantenlänge b aufweisen. Zur Be- 
rechnung wird zweckmäßig die Glei- 

dö2 chung 

$ d3,d$, 

BE a 
x 
a verwendet. Die Integration liefert nur 


Abb. 434.1. Zur Berechnung der Beiträge, wenn d8, }fds, oder d3,}|ds, 
Gegeninduktivität zweier quadrati- liegt, nicht aber im Falle ds, | ds,. 
scher Drahtrahmen RE ; i 
Im einzelnen liefert die Rechnung 


bb 
Ko dyıdys dyıdya 
Es el [+ (yı— ya? er =) ji [a?® + 5?+ (yı— ya)? (5) 


Es treten vier gleiche Beiträge auf, in denen ds, tt ds, ist und vier gleiche, 
in denen ds, }\ ds, ist. Mit 


dyı 
5 - n(y—y+Ya+(y— y)9)+C (5a) 


und 
fay In (b — Yy-+Va+ (b — %)°) 
— (b— y5) In (b— ya + Ya?+(b— 95)))+ Ya + (by? +C’ (5b) 
wird aus (5) 


2b | 1+N+e)Yı+o 2 
La= In Y2 ® —2y1 (8 
12 Te el+Y2+e2) _ +0 +eo ( €) 


Dabei wurde a/b = o gesetzt. In den Grenzfällen großer und kleiner Ab- 
stände wird 


Hob 1 Ko b* r 
L2= 1- a) für 0 > 


. (5d) 
Le= _ [in ch 2 2+Y2-+o ei 0°| für oe —0. 


Als nächstes Beispiel wird die gegenseitige Induktion von zwei sich im 
Abstand a gegenüberstehenden kreisförmigen Drahtringen mit gleichem 
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Radius R berechnet. Die zugehörige Figur ist in Abb. 434.2 dargestellt. 
Aus dieser ist ersichtlich, daß das innere Produkt der Wegelemente in (4) 
durch 


d3,d3,—= ds, ds, c08 (9, — 95) = ds, ds, cos (6) 
dargestellt werden kann. Zunächst wird an einer festen Stelle 3, die Inte- 
gration ä 

82 COSY 
ve Der a3] M 


über den zweiten Stromring durchgeführt. Ihr Ergebnis kann aus Sym- 
metriegründen nicht von 3, abhängen, so daß 
die zweite Integration über ds, lediglich den 
Umfang liefert. Der Induktionskoeffizient wird 


La= 42 2nRF. (8) 


Abb. 434.2. Zur Berechnung 


der Gegeninduktivität zweier Bei der Auswertung sind nach Abb. 434.2 die 
kreisförmiger Drahtringe Tarmhein 


3, —3,| = Va? + b? >= Rsin? ds,=Rdyp (9) 
zu benutzen. Damit entsteht zunächst 
2 d 
1.-aR pcosp 10 
a 2 a? + (2Rsin p/2)? ı10) 


für den Induktionskoeffizienten L,.. Er wird in der Form 


v2 


dargestellt, mit A?= (1-+ a2/2R?)-"<1. Die Entwicklung des Nenners 
liefert eine Summe über Potenzen von cos. Die Integration ergibt nur 
bei geraden Potenzen von cos Beiträge: 


R if u 
PR ray=-+ ir rem 
N) 


4 — 1/2 \J4n-2 g?n 
far 0m 
Das Integral wird nach 
”n 
2n—1l 2n-3 31 
Jar os" p= See. a 
ö 


ausgewertet. Damit werden die ersten Glieder der Entwicklung 


Dobe Se 245 22 2 22e 


(14) 
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oder, für die numerische Rechnung geschrieben, 
f(A) = 0,25 2°+ 0,11722°+ 0,0769 214 0,0573 25 + . (15) 


Für eine Dimensionsbetrachtung der Induktionskoeffizienten L eignet 
sich (1). Die Einheit von Z ist 
E VAs Vs 
U-m- =. =Hr. (16) 


Sie wird als Henry, kurz Hy, bezeichnet. In älteren Maßsystemen war es 
üblich, an Stelle von (4) die Größe Z mit 


” d3,d3 
I=-&L i=-udp n r (17) 


als Selbstinduktion zu bezeichnen, die die Dimension einer ae 
hat. Da ,/4r bei der Längeneinheit m den Zahlenwert 10-7 besitzt und 
in den älteren Maßsystemen die Selbstinduktion in Zentimeter gemessen 
wird, folgt für die Umrechnung zwischen den beiden Größen 

1Hy 2 10°cm. (18) 
In der hier vorliegenden Darstellung wird grundsätzlich nur das Hy ver- 
wendet. 


435 Maßsysteme 


Die Frage der elektromagnetischen Maßeinheiten wurde in mehr vor- 
läufiger Form bereits früher in [113, 243 und 412] behandelt. Inzwischen 
ist die Theorie so weit aufgebaut, daß es möglich ist, die Frage der ver- 
wendeten Maßeinheiten von grundsätzlichen Standpunkten her zu be- 
trachten. In den Gleichungen der Elektrodynamik tauchen zwei Kon- 
stanten auf, nämlich e, und w,. Für die Dimension dieser Konstanten gilt 


11 = [gr] = or] = Teer = [2] 


DL Ejl Eis Be] 

il = [| = Haar | = [orer] = (ee) 

Die erste tritt im CouLoMBschen Gesetz (112.2) über die Kraftwirkung 
zweier Ladungen aufeinander auf, und die zweite in dem Gesetz (432.18) 
über die Kraftwirkung zweier Stromfäden aufeinander. Die Dimension von &, 
bzw. u, berechnet sich nach (232.16) bzw. (241.6) über &, 9° und die 
Energiedichte n. Diese hat die Dimension Energie/(Länge)?, E nach (123.2) 
Kraft/Ladung und $ nach (415.5) Strom/Länge. 


Vergleicht man die Dimensionen von &, und u, miteinander, so stellt 
sich heraus, daß ihr Produkt 


El = nr | (2) 


(1) 
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eine Größe c von der Dimension einer Geschwindigkeit definiert. c hat, 
wie erst später in [613] gezeigt wird, die Bedeutung der Ausbreitungs- 
geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen und Licht im Vakuum. 
Genaueste Messungen ergeben den Zahlenwert 


c = 2,997930 (+ 3) - 10°’ ms“! 3: 10° ms. (3) 


Nach Gleichung (2) ist es also möglich, eine der beiden Konstanten &, 
und , willkürlich zu wählen und damit die Maßeinheit der elektromagne- 
tischen Größen, zum Beispiel der elektrischen Ladung, festzulegen. Die 
zweite von ihnen ist dann durch (2), d.h. also durch das Experiment, 
eindeutig festgelegt. Im elektrostatischen Maßsystem zum Beispiel erhält 
4r&, den Zahlenwert 1. x, läßt sich dann durch das Experiment bestimmen. 
Betrachtet man die Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit als ein solches 
Experiment, so folgt u, = 4r/e2. 


Die Kraftwirkung zwischen zwei Stromschleifen ist nach (432.18) ein 
Ausdruck vom Typ 


Kr wJ”. (4) 
Sie läßt sich mit größerer Präzision bestimmen als die entsprechende Kraft 
wu (5) 

€ 


zwischen zwei Ladungen. Es empfiehlt sich daher, u, statt e, willkürlich 
festzulegen und dadurch die Stromeinheit zu definieren. In diesem Sinne 
wird beim MKSA-System ‚, der Zahlenwert 4r - 10°” zugeordnet und so 
das Ampere als Stromeinheit definiert. Die meisten Amperemeter sind 
Kraftmesser vom Typ (4). 


Der Zusammenhang zwischen Strom J und Ladung Q entsteht über 
den Erhaltungssatz der Ladung 


d+J=0. (6) 


Nach dieser Gleichung ändert sich zum Beispiel die Ladung an der Ober- 
fläche eines Plattenkondensators, wenn dessen Platten über einen elek- 
trischen Widerstand verbunden werden. Die Messung von J im Zeitablauf 
ermöglicht die Bestimmung der Ladung @, die sich anfänglich auf den 
Platten des Kondensators befand. Durch eine dritte Messung mit im Sinne 
von (4) und (6) bekannten Ladungen wird die elektrostatische Abstoßungs- 
kraft bestimmt. Sie liefert den experimentellen Zahlenwert (113.2) von &,. 
Die drei zu (4), (5) und (6) gehörenden Experimente: die Eichung des 
Amperemeters (4), die Kraftmessung am Kondensator (5) und die Be- 
stimmung der Ladung auf dem Kondensator (6), sind somit geeignet, ohne 
überhaupt Lichtwellen zu erzeugen, deren Vakuumgeschwindigkeit ce nach 
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(2) zu bestimmen. In der Näherung, in der ce = 3 . 10° ms! ist, gilt für &, 
die leicht merkbare Formel 1/4r&, = 9: 10° Vm/As. Die im Zusammenhang 
mit e, und u, durch unzweckmäßige Definition auftretenden Faktoren 4r 
sind historisch dadurch bedingt, daß die Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik früher in etwas anderer Form geschrieben wurden. Da man aber 
im Zusammenhang mit der moderneren Schreibweise die bereits ein- 
gebürgerten Definitionen von Volt und Ampere nicht mehr umstoßen wollte, 
wurden die 4r-Faktoren von den Konstanten &,, it, so absorbiert, daß sie 
sich in (2) kompensieren. 


Gleichzeitig mit der Definition des Ampere und den mechanischen Ein- 
heiten sind so die Einheiten aller übrigen elektromagnetischen Größen 
vollständig festgelegt. Die Tabelle am Schluß des Buches gibt die Dimen- 
sionen der wichtigsten Größen an und enthält die Umrechnungsfaktoren 
zu anderen gelegentlich noch verwendeten Einheiten. 


436* Diamagnetismus 


In (432.16) wurde die Kraft fl angegeben, die ein elektrisches Feld € 
und ein Magnetfeld ® auf eine elektrische Ladung ausüben. Besitzt diese 
als punktförmig vorausgesetzte Ladung e gleichzeitig eine Masse M, so 
lautet ihre Newronsche Bewegungsgleichung 


Mi=e[lE+sx 8]. | (ı) 


$(t) ist der Ort, an dem sich die Punktladung zur Zeit t befindet. Die 
Bahnkurve, die die Punktladung im Zeitablauf beschreibt, wird durch 
die Vektordifferentialgleichung (1) festgelegt und durch € und ® maß- 
geblich bestimmt. 


Im folgenden wird eine der Gleichung (1) genügende Bewegung be- 
trachtet, die entscheidend durch & bestimmt wird und bei der außerdem 
nur noch ein verhältnismäßig schwaches, räumlich und zeitlich konstantes 
Magnetfeld ® zusätzlich wirkt. Dann läßt sich nämlich beweisen, daß die 
stattfindende Bewegung sich von der entsprechenden Bewegung ohne 
Magnetfeld nur durch eine zusätzliche Rotation um die Achse des Vek- 
tors B unterscheidet. 


Zu diesem Zweck wird die Bewegung (1) zunächst in einem mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Koordinatensystem betrachtet, dessen 
Einheitsvektoren &, sich von den Einheitsvektoren e, des ruhenden Systems 
durch ihre Rotationsbewegung 


MM ExXE, (2) 
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unterscheiden. Diese Gleichung ist in Abb. 436 veranschaulicht. & be- 
deutet einen Vektor, dessen Richtung die Drehachse und dessen Betrag 
die Winkelgeschwindigkeit ® angibt. In der Zeit dt ändert sich &, dann 
um einen Vektor d®,, der senkrecht auf © und &; steht und seinem Betrage 
nach gleich dp = wdt ist. Diese Eigenschaften sind in (2) zusammen- 
gefaßt. 


Ortsvektor 8, Geschwindigkeit $ und Beschleunigung $ werden im ruhen- 
den System durch 

3= Fear s=yeii; s=yeh (8) 

en) dargestellt. Die Summationen in (3) ver- 

laufen über die drei Komponenten der Vek- 

toren. Im bewegten Koordinatensystem be- 


zeichnet man die entsprechenden Vektoren 
durch 
=) 8, = N 8 
& = >23 && . 
Insbesondere die Geschwindigkeit 3 stellt 
keine vollständige Zeitableitung dar, son- 
dern ist ihrer Bedeutung entsprechend aus 
den drei Geschwindigkeitskomponenten ä, 
so aufgebaut, wie diese im bewegten System 
Abb. 436. Die Spitze von &, be- beobachtet werden. Die Zeitabhängigkeit 
schreibt einen Kreis &,(t) bleibt unberücksichtigt. Dieser Um- 
stand zeigt, daß zwischen verschiedenen 
gegeneinander bewegten Koordinatensystemen die Geschwindigkeit &; 
bzw. &, nicht invariant ist, sondern nur vom Standpunkt eines speziellen 
Koordinatensystems definiert werden kann. Entsprechendes gilt für &, 
bzw. är. 


(4) 


Beim Vergleich der in (3) und (4) auftretenden Größen muß auf jeden 
Fall für alle Zeiten t 
3(t)=3(t) (5) 


gelten, da der Vektor $ unabhängig vom Koordinatensystem definiert ist. 
Bildet man aber die Zeitableitung dieser Gleichung, so entsteht 


s d Le 1. wi 
s)= LH = N + I 8 
(6) 
=uxs+3= (7 +öx)s 


Entsprechendes gilt für jeden anderen Vektor, der ja durch die Eigenschaft 
definiert ist, daß sich seine Komponenten bei Koordinatentransformationen 
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wie diejenigen des Ortsvektors ändern. Bildet man die zweite Zeitableitung 
von (5), so entsteht in abgekürzter Schreibweise wieder unter Berück- 
sichtigung der Zeitabhängigkeit der &, 


5 Br ö = = te Az Ne 
= (7+ax)(+öx)i=-3+20x840x (0x3) (7) 
als Beziehung zwischen den Beschleunigungen. 


Nunmehr kann die Bewegungsgleichung (1) im mit @ rotierenden Koordi- 
natensystem betrachtet werden. Analog zu (5) können die Vektoren & und B 
durch ® und ® ersetzt werden. $ und $ werden durch (6) und (7) ersetzt, 
so daß die Gleichung (1) in 


MB+25x3+5x(öxdH]=-elE+E+EXEXB] e 


übergeht. Im rotierenden Koordinatensystem ist die beobachtete Be- 
wegung 3(f) erwartungsgemäß komplizierter. Betrachtet man aber die 
Bewegung speziell in einem System, das mit der Winkelgeschwindigkeit 


=—y®. (9) 


der sogenannten LARMORfrequenz, rotiert, so kompensieren sich in (8) 
die Glieder mit $, und wenn man weiter auf der rechten Seite von (8) ® 
gemäß (9) durch & ersetzt, entsteht die Gleichung 


Mi=eE+Mox(öx). (10) 


Bei niedriger Feldstärke ® und entsprechend niedriger Rotations- 
geschwindigkeit © können Glieder von höherer als erster Ordnung in & 
bzw. ® vernachlässigt werden. (10) geht dann in diejenige Gleichung über, 
die man aus (1) nach Ausschalten des Magnetfeldes, also bei B = 0, 
erhalten würde. 


Dieser Sachverhalt zeigt folgendes: Ohne Magnetfeld wird die Be- 
wegung 3(f) durch die Gleichung M$ = e& bestimmt. Derselben Gleichung 
genügt 3 in (10) bei Vernachlässigung des quadratischen Gliedes in &. 
Daher läßt sich sagen, daß unter dieser Vernachlässigung die endgültige 
Bewegung (1) aus der magnetfeldfreien Bahnbewegung und einer zusätz- 
lichen Rotationsbewegung mit der LARMorfrequenz (9) besteht. Das 
Zusatzglied in (10) stellt eine im Punkt $ angreifende Kraft dar, deren 
Vektor senkrecht zur Drehachse steht. Die Berücksichtigung dieser Zusatz- 
kraft liefert dann eine Bahn, die im gedrehten System nicht ganz mit der 
magnetfeldfreien Bahn des ungedrehten Systems übereinstimmt, sondern 
durch diese schwache ‚Anziehungskraft der Achse“ etwas rascher und 
etwas dichter um die Achse abläuft. 
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In [416] wurde das durch den ständigen Umlauf einer elektrischen 
Ladung bewirkte magnetische Moment zu 


m= wg 8 (ai) 


berechnet, mit 2 als dem Bahndrehimpuls. Handelt es sich bei (11) um das 
magnetische Moment eines Atoms, so bedeutet & den Gesamtdrehimpuls 
aller im Atom vorhandenen Elektronen 


2=33,xM$. (12) 


2 bestimmt das paramagnetische Verhalten der Substanz. Bei vielen 
Atomen aber verlaufen die Elektronenbahnen so, daß sich ihre Dreh- 
impulse kompensieren. In diesem Falle verschwindet (12), und die Atome 
sind nicht paramagnetisch. Dabei ist nicht berücksichtigt, daß das Magnet- 
feld 8 bzw. 9, unter dessen Einfluß das magnetische Moment (11) unter- 
sucht werden soll, seinerseits die durch 3 und $ beschriebene Bahn be- 
einflußt. Wie in (10) gezeigt werden konnte, überlagert sich dieser eine zu- 
sätzliche Rotation um die Achse von ® mit der Winkelgeschwindigkeit (9). 
Berücksichtigt man diese Zusatzgeschwindigkeit in (12), deren Drehimpulse 
sich natürlich nicht kompensieren, so entsteht ein zusätzlicher Drehimpuls 


ÖR= NV M3,X(ÖX 3,) (13) 
infolge der Zusatzgeschwindigkeiten & x 3. 


Auf diese Weise wird auch in Atomen mit 2 = 0, die also nicht para- 
magnetisch sind, durch das äußere Magnetfeld ein magnetisches Moment 
induziert, nämlich 


m= En THE x(0x8,), (14) 


welches das diamagnetische Verhalten der Substanz bestimmt. Dieses 
Moment besitzt nur eine Komponente in Richtung von ® bzw. @, da sich 
die Komponenten senkrecht hierzu im Zeitablauf kompensieren. Daher 
gilt nach (14) 


m- Fein met Or (15) 
und weiter 
m- 018. (16) 


e; ist dabei der jeweilige Abstand des i-ten Elektrons von der Drehachse. 
Der durch den Querstrich angedeutete Mittelwert soll eine Mittelung über 
die Bahn bedeuten. Bei ir im. Zeitmittel kugelsymmetrischer Anordnung der 


Elektronenbahnen gilt x? = y? = 22. Daher ist 


2», 
d=-A+yM=zr. (17) 
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r; ist der Mittelpunktabstand. Damit geht bei Einführung Ben Feldes 9 
das magnetische Moment in 


mi 2 sag (18) 


über. 


Besitzen alle Atome mit einer Teilchendichte X bei Anwesenheit eines 
Magnetfeldes 9 diese induzierten magnetischen Momente (18), so besitzt 
die betreffende Substanz nach (342.1 und 4) die diamagnetische Suszep- 
tibilität er der 

m nz Er Try ie 
Kam a NEE T EN (19) 


Mit r, wird die als „klassischer Elektronenradius“ bekannte Größe 


= Ey u Wr 2818: 10m (20) 
von der Dimension einer Länge bezeichnet. Vergleicht man den Zahlen- 
wert der magnetischen Suszeptibilität mit dem entsprechenden Wert (333.16) 
beim elektrischen Feld, so steht dort neben X ein Faktor a? mit a als dem 
Atomradius. Der Ausdruck (19) dagegen ist größenordnungsmäßig N a?r,. 
Berücksichtigt man die Summe in (19) als einen Faktor 10, so unterscheiden 
sich die Zahlenwerte um einen Faktor 10?. Die diamagnetische Suszepti- 
bilität bewirkt also einen erheblich kleineren Effekt als die dielektrische. 
Außerdem ist x hier (im Gegensatz zum elektrischen Fall) negativ. 


Übungsaufgaben 


43.1. Welche Arbeit ist erforderlich, um zwei 1 
lange übereinandergesteckte Zylinderspulen 
weit auseinanderzuziehen. Beide haben die 
Länge I. 

43.2. Welche Bahnen durchläuft ein geladenes 
Teilchen irn konstanten Magnetfeld? aaa ana? 

43.3. a) Wie groß ist die Gegeninduktion zweier 
paralleler Doppelleitungen je km Leitungslänge? (a =4m, b=3m, c=2m) 

43.4. Warum fehlt beim Vergleich mit (436.9) der Faktor 1/2 bei e/2 M in Aufgabe 43.2? 


5 Induktion 


An Orten, an denen sich zeitlich veränderliche magnetische Felder be- 
finden, bleibt auch die Wirbelfreiheit elektrischer Felder & nicht gewahrt. 
Vielmehr zeigt die genauere Betrachtung von [51], daß —® die Wirbel des 
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elektrischen Feldes sind. Diese Aussage ist das Induktionsgesetz. Als Folge 
der Induktionserscheinungen machen sich bestimmte Vorgänge in elektri- 
schen Stromkreisen [52] bemerkbar, die dadurch hervorgerufen werden, 
daß die Ströme ja ihrerseits Magnetfelder erzeugen, deren Induktion die 
Spannungsverhältnisse im Stromkreis beeinflußt. Sind die Stromänderungen 
periodisch, so eignen sich die komplexen Zahlen vorzüglich zur Behandlung 
von Problemen der Wechselstromtechnik [53]. Eine Anwendung der Ge- 
setze von Magnetfelderzeugung [4] und Induktion stellt die Behandlung der 
Teilchenbeschleuniger in [54] dar. Es werden dort besonders die im letzten 
Jahrzehnt entwickelten Methoden zur Erzeugung von Teilchen höchster 
Energien behandelt. 


51 Das Induktionsgesetz 


Zusammenfassung: Bei der Änderung eines Magnetfeldes entstehen elektrische 
Wirbel, die in einem geschlossenen Stromkreis elektrische Spannungen erzeugen 
können. Die Induktionsspannung U! ist gleich der Änderung des magnetischen Feld- 
flusses. Diese Aussage lautet in integraler und differentieller Form 


d ö : 


Bei der Verschiebung von Stromkreisen gegeneinander treten mechanische Kraft- 
wirkungen auf, die mit einer Änderung sowohl der Feldenergie als auch der Energie- 
zufuhr von der Spannungsquelle verbunden sind. Die zur Veränderung erforderliche 
mechanische Arbeit ist 6A=— 3 J,J,6L,,. Um eine Leiterschleife, an deren Enden 
sich ein Widerstand R befindet, im Magnetfeld zu drehen, ist die mechanische 
Leistung N. = (FRw)? sin? wt/R erforderlich. Diese gesamte mechanische Leistung 
steht am Verbrauchswiderstand R als elektrische Leistung zur Verfügung. Schließt 
man an einen rotierenden Stromring eine Spannungsquelle an und sorgt durch ge- 
eignetes Umschalten an den Kollektoren dafür, daß stets 6A < 0 ist, so leistet die 
Vorrichtung ständig mechanische Arbeit und verbraucht den gleichen Betrag an 
elektrischer Energie. 


5ll Beobachtung der Induktionsspannung 


In Abb. 511 sind zwei Stromringe parallel nebeneinander angeordnet. 
Der linke ist über einen Widerstand an eine Spannungsquelle angeschlossen, 
die durch einen Schalter an- und abgeschaltet werden kann. Der rechte 
Stromring wird durch einen Widerstand geschlossen, an dessen Enden die 
in ihm abfallende Spannung gemessen werden kann. 


Zunächst wird im Stromkreis 1 die Spannung U,= U_— U_ eingeschal- 
tet. Dabei wird im Stromkreis 2 ein kurzer Stromstoß beobachtet, der 
die in Abb. 511 eingezeichnete Richtung besitzt. Am Widerstand dieses 
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Kreises fällt eine Spannung ab, deren Vorzeichen ebenfalls eingetragen ist. 
Der beobachtete Strom fließt also dem eingeschalteten Strom entgegen. 


Die am Widerstand des Stromkreises 2 beobachtete Spannung wird als 
Induktionsspannung 
U=-U,—-U,<0 (1) 
bezeichnet. Sie ist bei der in (1) gegebenen Definition negativ. Trotzdem 
wird sich diese Definition [siehe (2) und (3)] als die zweckmäßigste heraus- 
stellen. Unter Verwendung der Definition (221.2) für die Potentiale U, 
und U, läßt sich die Induktionsspannung (1) durch ein im Raum not- 
wendig vorhandenes elektrisches Feld dar- 
stellen: 


r l 
U=—[dı&=f[dr&=PdrE. (2) 
I r 


Im ersten Integral wird von Züber den Wider- 
stand bis naeh r integriert, im zweiten von r 
über den Widerstand nach / und im dritten 
von r über den Widerstand nach / und über 
1 2 den Drahtring nach r. (Im Raum zwischen 
Abb. 511. Stromring im ver- den Polen r und ! muß sich also ein starkes 
änderlichen Magnetfeld eines elektrisches Feld befinden.) Der Draht des 
zweiten Stromringes Stromrings wird als unendlich gut leitend 
angesehen, daher darfin ihm kein elektrisches 
Feld auftreten, und die Wegintegration in (2) kann über den geschlossenen 
Weg, bestehend aus der Verbindung r—I und dem Drahtring, gebildet 
werden. Die Umlaufrichtung in (2) ist dabei so gewählt, daß die mit d® 
bezeichneten Stromlinien im Rechtsschraubensinn, also entgegen der ein- 
gezeichneten Stromrichtung, umschlossen werden. Dadurch werden spätere 
Integralumformungen mit dem Stokzsschen Satz erleichtert. Der letzte 
Ausdruck in (2) legt die Deutung nahe, daß auch ohne vorhandenen Draht- 
ring ein elektrisches Feld € entsteht, das zu der gleichen Induktionsspan- 
nung U? führt. 


Genauso wie im Stromring 2 wird beim Einschalten des Stromringes 1 
in diesem Ring selbst ein solcher Gegenstrom beobachtet, der den von der 
Spannungsquelle herrührenden Strom kurzzeitig verringert. Diese Erschei- 
nung wird als Selbstinduktion bezeichnet. Am Widerstand des Strom- 
kreises 1 von Abb. 511 befindet sich dabei die verringerte Spannung 


U=U,— U,=(U,—U.)+(9,— U)=U,+U'<U, (3) 


des 


an Stelle von U,. Beim Ausschalten (bzw. Kurzschließen der angelegten 
Spannung) entsteht ebenfalls eine Induktionsspannung, diesmal aber mit 
umgekehrtem Vorzeichen, also U! >0. 
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Es liegt nahe, die beschriebenen Erscheinungen so zu deuten, daß das 
vom Stromkreis 1 beim Einschalten erzeugte Magnetfeld ® die Induktions- 
spannung U® von (1) zur Folge hat. Nachdem der Einschaltvorgang be- 
endet ist, zeigt das Meßinstrument im Stromkreis 2 keinen Ausschlag 
mehr an. Es kommt offenbar nicht auf das Magnetfeld ® selbst, sondern 
nur auf die Änderung dieses Feldes an. Daß diese Überlegungen richtig 
sind, zeigen weitere Experimente, bei denen der linke Stromkreis durch 
einen bewegten Ferromagneten ersetzt wird. Dabei stellt sich schließlich 
heraus, daß die zeitliche Änderung der magnetischen Feldlinienzahl (Feld- 


EnB) v-[di8 (4) 
für die induzierte Spannung verantwortlich und U? entsprechend 
— uUi-pV (5) 


zu W direkt proportional ist. 
Gleichung (5) läßt sich mit (2) und (4) in die Beziehung 


zwischen den magnetischen und elektrischen Feldern umformen. Das 
Flächenintegral in (4) und (6) erstreckt sich über eine Fläche, die von der 
auf der linken Seite von (6) betrachteten Randkurve bzw. dem entspre- 
chenden Meßdraht begrenzt wird. Dazwischen kann diese Fläche beliebig 
geformt sein, denn wie in Ü 21 liefert die Differenz zweier beliebig ge- 
formter Flächen mit gleicher Randkurve, die ja eine geschlossene Fläche 
darstellt, keinen Beitrag zu (6). Mit dem STOXgSschen Satz (137.10) läßt 
sich auch die linke Seite von (6) in ein Flächenintegral überführen, nämlich 


Dare -[al&xe). (7) 


Die Gültigkeit von (6) und (7) für Flächen mit beliebiger Richtung und 
beliebigen Randkurven ist nur gewährleistet, wenn die Integranden gleich 
sind, zwischen ihnen also die Beziehung 


F-xE=—BB (8) 


gilt. (6) und (8) stellen die integrale und differentielle Formulierung des 
Induktionsgesetzes dar, demzufolge jede Magnetfeldänderung elektrische 
Wirbel hervorruft. 

Es bleibt noch der in (5) bis (8) auftretende Proportionalitätsfaktor ß 
zu untersuchen. Die Dimension dieses Faktors ist 


3= [35] =1: 0) 
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Da € und 8 sich in ihrer Dimension nur um eine Geschwindigkeit unter- 
scheiden, wie man am einfachsten am Auftreten dieser beiden Felder inner- 
halb der LoRENTzkraft (432.16) erkennt, ist 8 also dimensionslos. Die 
Frage der zahlenmäßigen Bestimmung läßt sich nur vom Experiment her 
beantworten, da die Maßeinheiten von & und ® nach den Ausführungen 
von [435] eindeutig festliegen. Es wird 


f=1 (10) 


beobachtet. Das gleiche Ergebnis läßt sich aber auch theoretisch bei der 
Aufstellung der Energiebilanz erzielen. Diese Aufgabe wird in [512] gelöst. 


Gegeninduktion und Selbstinduktion treten natürlich gekoppelt auf. Ein 
veränderlicher Strom im Kreis 1 induziert eine Spannung im Kreis 2. Der 
durch diese hervorgerufene Strom induziert wiederum eine Spannung im 
Kreis 1. Deswegen soll eine allgemeine Beschreibung aufgesucht werden. 
Nach (422.5) läßt sich der magnetische Feldfluß durch den Stromring 1 


mittels , 3 
v- [al x)-Daru an 


beschreiben. Dabei ist X das Vektorpotential des von beiden Stromringen 
erzeugten Magnetfeldes 


1 2 
dr’ Jı Ko dv’ Jg 
t—-r| 4r tr] 


(12) 


Koi 
ar 


Beide Gleichungen zusammen ergeben mit den in (431.8) eingeführten 
Koeffizienten L; k 
Pı=JıLut Jalaı 


(13) 
%=Jlı+t Jalas- 


Die entsprechende Gleichung für den Feldfluß X, durch den zweiten Strom- 
kreis ist hinzugefügt. Die in den beiden Stromkreisen erzeugten Induktions- 
spannungen folgen dann aus (5) und (10) zu 


Jıbı + Jalzı) 
(14) 


RR 
di 
d 

di 


YJılı2t Jalao)- 


Damit ist das magnetische und elektrische Feld aus der Induktions- 
gleichung (6) eliminiert. Für die entstehenden Induktionsspannungen sind 
also allein die Änderungen der Ströme und Induktionskoeffizienten ver- 
antwortlich. ; 
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512 Wechselwirkung zweier Stromringe 


Die Wechselwirkung zweier starrer Stromringe wurde bereits in [433] 
untersucht. Es stellte sich dort heraus, daß zu jeder Verschiebung der 
beiden Ringe gegeneinander die mechanische Energie 


MEN (a) 


benötigt wurde. Dabei war vorausgesetzt, daß J, und J, konstant gehalten 
werden, daß sich also nur der Induktionskoeffizient Z,, ändert. 


Die dortige Bilanz soll nunmehr unter allgemeineren Voraussetzungen 
wiederholt werden. An die beiden Stromringe wird nach Abb. 512 über 
einen Widerstand eine Spannung U? bzw. U gelegt. Die Widerstände R, 
und R, werden von den Strömen 


1 . 1 (RER 
J=z, [0140] J=, [034 Ui] (2) 


durchflossen. Wählt man die Widerstände R, und R, und die Spannungen 
U} und US sehr groß und werden die Stromkreise nur langsam gegenein- 
ander verschoben, so gilt für die entstehenden Induktionsspannungen 


|Uil<U? bzw. «ER. (3) 


Die Ströme bleiben also beim Auftreten von Induktionsspannungen prak- 
tisch konstant. Es herrscht daher die gleiche Situation wie bei entsprechen- 
den magnetischen Dipolschichten, und 64 in (1) be- 
schreibt die für eine solche Verschiebung aufzuwen- 


dende Arbeit. 


u? u? 


R 1 Rz 

Es soll gezeigt werden, daß Gleichung (1) auch 
dann gültig bleibt, wenn die Voraussetzungen (3) 
nicht mehr erfüllt sind, wenn sich also die Ströme J, 
und J, unter dem Einfluß von Induktionswirkungen 
ändern. Zu einer Verschiebung der Stromkreise 
gegeneinander ist die mechanische Arbeit 6A er- 
forderlich. Bei der Verschiebung ändert sich erstens 
die von den Stromkreisen hervorgerufene Feldenergie  .omdurchflossene 
(431.9), die sich von der entsprechenden Wechsel- Drahtringe in 
wirkungsenergie der Dipolschichten um das Vor- Wechselwirkung 
zeichen unterscheidet. Zweitens werden in den Leitern 
Spannungen induziert, die zu zusätzlichen Induktionsströmen Anlaß 
geben und die Energiebilanz in den Stromringen verändern. 


Abb. 512. 


Die zur Verschiebung erforderliche mechanische Arbeit muß wegen 
des Energiesatzes also in 
6A=Ö6EF+ÖEs (4) 


14 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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umgewandelt werden. Die dabei hervorgerufene Feldenergieänderung ist 
nach (431.9) 2 2 
Er = Öl) JLa2) +8 ih l2 + Jalaa/2)- (5) 


Der andere Term öE, enthält die Energien, welche aufgewandt werden 
müssen, um der veränderten Situation innerhalb der Stromringe Rechnung 
zu tragen: Die Verschiebung findet in der Zeit öt statt. Ohne die Verschie- 
bung wäre in den Stromringen die Energie 

[TR + 32J00 (6) 
von der Spannungsquelle abgegeben und in den Widerständen R, und R, 
in JouLEsche Wärme umgewandelt worden. Bei der Verschiebung liegen 


jedoch andere Spannungen an den Widerständen, und es fließen die Ströme 
(2). Sie erzeugen in den Widerständen die veränderte JouLEsche Wärme 


UI + U) + + U) J,]öt. (7) 


Zu diesem Wert tragen die Spannungsquellen U? und U? die gegenüber (6) 


veränderte Energie 
[ORT + URI,]00 (8) 


bei. Die Differenz von (7) und (8) 
ÖEs= [U!J, + U J,]6t 20 (9) 


muß bei der Verschiebung als Arbeit aufgebracht, also in der Bilanz (4) 
berücksichtigt werden. Beim Einschalten ist ö£E,< 0, weil ein Teil der von 
der Spannungsquelle abgegebenen Energie zum Aufbau des Feldes dient. 
Beim Ausschalten ist 6£,>0, weil ein Teil der im Widerstand umgewan- 
delten Energie aus der Feldenergie herrührt. 


Setzt man (511.5 und 13) in (9) ein, wobei voraussetzungsgemäß öL,, = 0 
und öL,, = 0 gesetzt wird, so entsteht aus (4) mit (5) und (9) 


5A= JJ6L4,(1—2B)+ (1 B) Wr dd; 
+J21236J,+ L139(J1J2)]- 


Hier ist zunächst der Faktor ß von (511.5) beibehalten. Da dieser Ausdruck 
aber unter den entsprechenden Voraussetzungen (3) in Gleichung (1) über- 
gehen muß, folgt 8 = 1. Damit ist rein theoretisch gezeigt, daß die in (511.10) 
aufgestellte Behauptung 8 = 1 richtig ist. Mit $ = 1 stimmen (10) und (1) 
überein. Gleichzeitig ist damit aber auch bewiesen, daß die Formel (1) auch 
gilt, wenn die Voraussetzung konstanter Ströme nicht mehr erfüllt ist. 


(10) 


513 Kräfte zwischen stromführenden Leitern 


Die Überlegungen des vorigen Abschnitts sollen jetzt auf eine Anordnung 
verallgemeinert werden, die beliebig viele stromführende Leiter enthält, in 
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denen die Ströme J, bzw. J, fließen und deren Gegeninduktionen Z,, sind. 
Die magnetische Feldenergie dieser Anordnung ist nach (431.9) 


1 
Br=g Aloha (1) 


Von den Spannungsquellen wird die Leistung 
r 


abgegeben, in den OHMschen Widerständen der einzelnen Stromkreise die 


Leistung N=SJ,(0° + Ui) (3) 


jeweils in JouLesche Wärme überführt. 

U? ist die von der Spannungsquelle des r-ten Leiters herrührende, vor- 
gegebene Spannung. U? ist die in diesem Leiter induzierte Spannung, die 
entsprechend 


Dt (2Y.4..) 4) 


durch Veränderungen sowohl des Leiters selbst als auch der übrigen Leiter 
hervorgerufen werden kann. Zu irgendeiner Veränderung der Leiter- 
anordnung ist die mechanische Arbeit 


6A=Ö6EF-+(N-—N’)öt=ÖEr-+ N'öt (5) 


erforderlich. 6 #7 ist die Änderung der Feldenergie, N' die Differenz zwischen 
der in Wärme umgesetzten und der von der Spannungsquelle abgegebenen 
Leistung. Die Berechnung von 6A ergibt unter Verwendung von (1) bis (3) 


54-4 N8(J,J,L,) +2 J,Uiöt 
T,8 r 


= - ZT(J,J,Lr) — 2J,6(J,L,3)] (6) 


Daraus entsteht schließlich der gegenüber (433.8) verallgemeinerte Aus- 
druck 


(7) 


Die erforderliche mechanische Arbeit hängt also allein von den Änderungen 
öL,, der Selbst- und Gegeninduktionskoeffizienten ab. Zum Unterschied 
gegenüber (433.8) gilt (7) aber, der hier durchgeführten Ableitung ent- 
sprechend, auch für Ströme J,, die sich unter dem Einfluß der Induktions- 
wirkung beliebig stark ändern. 

14* 
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514 Energieumwandlung 


Die Ausführungen von [513] zeigen, daß mechanische Arbeit 6A in 
elektrische Energie umgewandelt werden kann und natürlich auch, daß im 
Falle öA<0 elektrische Energie in mechanische umgewandelt wird. 
Diese Möglichkeiten besitzen eine außerordentliche technische Bedeutung. 
Die erste Möglichkeit wird in der Dynamomaschine ausgenutzt und die 
zweite im Elektromotor. Es wird hier nicht als Aufgabe angesehen, diese 
Maschinen in allen Konstruktionsdetails zu beschreiben, wohl aber, über 
den in diesen Maschinen stattfindenden Umwandlungsprozeß zwischen 
mechanischer und elektrischer Energie Aufklärung zu geben. 


Als erstes wird die Anordnung 
von Abb. 514.1 ins Auge ge- 
faßt. Eine Leiterschleife rotiert 
zwischen den Polschuhen eines 
Elektromagneten, dessen Feld 
einfachheitshalber als homogen 
angesehen wird. Beim Drehen 
ändert sich der Feldfluß inner- 

514.1. Dynamomaschine halb der Leiterschleife und 
wechselt bei einer Drehung um 

den Winkel x sogar sein Vorzeichen. Wird die Leiterschleife in einer Zeit öt 
um ö@ gedreht, so gilt nach (511.6) für die in ihr induzierte Spannung U 


Vst=—s[dFB=—FRBöcosp=FRBsinpöp. (1) 


Da außer der induzierten keine andere Spannung vorhanden ist, wird sie 
einfach mit U bezeichnet. p ist der in Abb. 514.1 eingetragene Winkel. 


Findet die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit » = öp/öt statt, so 
zer U=FRßwsinwt (2) 


über. Es wird also eine Wechselspannung von der Frequenz v = »/2r er- 


zeugt. Diese hat einen Strom u 
J= 5 (3) 


zur Folge. Im angeschlossenen Widerstand R wird die elektrische Leistung 


2 
NE — (4) 
verbraucht. 
Fließt aber ein Strom durch die Leiterschleife, so kann sie nach (414.4) als 
ein magnetisches Moment = 
m=wJ% (5) 


mit der potentiellen Energie (241.5) 
E,=—m$ JTB JFRB cosp (6) 
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im Feld $ bzw. ® aufgefaßt werden. Beim Drehen dieser Anordnung 
muß in der Zeit öt daher nach (513.7) die mechanische Arbeit 


dA = (ÖE,)J = konst. = — Im| - |9]6cosp = JFB sinpög a) 
aufgewandt werden. Mit (3) und (2) entsteht daraus 
Nne= = (FBo}sin:ot>0. (8) 


Die zugeführte mechanische Leistung ist also stets positiv. Sie ist am 
größten bei den Winkeln n/2 und 3r/2 und verschwindet bei 0 und x. Sie 
wächst verständlicherweise mit der Größe des Magnetfeldes 3, der um- 
schlossenen Fläche F und der Winkelgeschwindigkeit &. Außerdem aber 
hängt sie vom angeschlossenen Verbraucherwiderstand R ab. Unter Ver- 
wendung von (2) läßt sich die mechanische Leistung (8) auch als 


Nn==UJ (9) 


darstellen. Ist die Leiterschleife elektrisch nicht geschlossen, ist also R = o, 
so wird nach (8) keine Arbeit zum Drehen der Leiterschleife benötigt. 


Andererseits steht dem Verbrauchswiderstand die elektrische Leistung 
N, aus (4) zur Verfügung, und der Vergleich zeigt, daß 


N, =N me (10) 


gilt. Die hier beschriebene Maschine besitzt also einen Wirkungsgrad von 
100%. Bei den praktisch vorkommenden Maschinen sind natürlich eine 
Reihe von Bedingungen zu be- 
rücksichtigen, die den Wirkungs- 
grad verschlechtern. Dazu ge- 
hören ‚mechanische Reibungs- 
widerstände an den Achsen, zu- 
sätzliche elektrische Widerstände 
im Stromkreis und Verluste, die 
in den Eisenkernen entstehen. 
Die Eisenkerne werden im allge- 
meinen zur Steigerung der um- 
gewandelten Leistung verwen- Abb. 514.2. Elektromotor 
det. 


Ein Elektromotor, bei dem umgekehrt elektrische Energie in mechanische 
umgewandelt werden soll, ist schematisch in Abb. 514.2 dargestellt. Auch 
hier befindet sich eine Stromschleife im homogen gedachten Magnetfeld, 
die jetzt aber mit einer Spannungsquelle verbunden ist. Sie stellt wiederum 
gemäß (5) einen magnetischen Dipol dar, dessen potentielle Energie im 
Magnetfeld durch (6) beschrieben wird. 
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Auf diesen Dipol wird nach (241.6) vom Magnetfeld das Drehmoment 
D=mx$H D=—JFB sing (u) 


ausgeübt. Es besitzt die Richtung der Drehachse und den Betrag D. Bei 
einer Drehung kann die mechanische Arbeit 


6A=Döp=+JFBsinpöp (12) 
von der Maschine abgenommen werden. Diese Arbeit ist positiv im Bereich 
dA>O 0<P<r. (13) 


Da die Kollektoren in Abb. 514.2 so beschaffen sind, daß bei g= 0 und 
$9=r der Strom in der Schleife seine Richtung wechselt, wird praktisch 
immer nur dieser Bereich (13) durchlaufen. 


Bei konstanter Rotationsgeschwindigkeit wird daher ständig die 


mechanische Leistung 


N = JFBolsinot| (14) 


me öt Bl 
von der Maschine abgegeben. 


Diese mechanische Leistung X, wird von der Spannungsquelle auf- 
gebracht. Dieser wird nämlich die Leistung U,J entzogen. Am Widerstand 
des Stromkreises liegt aber die Spannung U,+ U. In ihm wird die Lei- 
stung (U,-+ U)J vernichtet. Der Überschuß an Energie, den die Spannungs- 
quelle liefert, beträgt also 


N=-UJ-d+ NIS. (15) 


U ist die im Stromring induzierte Spannung (1). Der Kollektor von 
Abb. 514.2 sorgt für U<0, so daß N, stets mit (14) übereinstimmt. Es 


gilt Ni. (16) 


Der hier beschriebene Elektromotor verwandelt also elektrische Energie 
in mechanische Arbeit und besitzt ebenfalls einen Wirkungsgrad von 100%. 


Übungsaufgaben 


51.1. Welche Induktionsspannung erzeugt das magnetische Erdfeld in den Schienen 
durch Kurzschluß über die Achsen eines fahrenden 
D-Zuges (3 = 0,5 Gauß)? 

51.2. Ein Dynamo habe einen Anker nebenstehender Ge- 
stalt mit zwei Spulen. Der durch einen Arm tretende 
magnetische Fluß sei proportional zu der Berührungs- 
fläche von Ankerarm und Magnet. 

Wie muß man die Spulen schalten, um eine mög- 
lichst glatte Spannung bei gleichmäßigem Drehen 
= wt des Ankers entnehmen zu können? 
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52 Elektrische Stromkreise 


Zusammenfassung: Eine Serienschaltung von Selbstinduktion Z und Wider- 
stand ER zeigt besondere Erscheinungen beim An- und Abschalten einer Spannung. Die 
Anwesenheit der Selbstinduktion wirkt dabei verzögernd auf das Ansteigen oder 
Abfallen des Stromes, weil ein Teil der zugeführten elektrischen Leistung zum Aufbau 
des Magnetfelds in der Spule verwendet wird. Beim Kurzschließen des Kreises fließt 
der Strom noch so lange weiter, bis die Energie des Magnetfelds im Widerstand R ver- 
nichtet ist. Beim Transformator überträgt sich die induzierte Spannung im Verhält- 
nis der Windungszahlen. Eine Serienschaltung von Kapazität ©, Widerstand R und 
Selbstinduktion L führt zu gedämpften Schwingungen der Ladung g(t) von einer Kon- 
densatorplatte über Z und R zur anderen. Die Dämpfung wird durch das Verhältnis 
R/Lo, = R/C/L bestimmt. Die Frequenz der ungedämpften Schwingung (R = 0) 
ist & = 1/LC, die der gedämpften Schwingung ist niedriger. 


L 
521 Selbstinduktion und Widerstand ; 
U. 
Die Vorgänge in elektrischen Stromkreisen R 
lassen sich, auch wenn mit ihnen die Erzeugung 
magnetischer und elektrischer Felder außerhalb Abb. 521.1. 


der Drähte verbunden ist, im allgemeinen be- Selbstinduktion und Wider- 
schreiben, ohne daß diese Felder dabei explizit stand im Stromkreis 
auftreten. In Abk. 521.1 wird ein Stromkreis be- 
trachtet, bei dem eine äußere Spannungsquelle U, an einen Widerstand R 
und eine Spule mit der Selbstinduktion Z angeschlossen ist. Die am 
Widerstand abfallende Spannung ist dann 

U=U,+UVi U=-—JL, (1) 
mit U als der in der Spule hervorgerufenen Selbstinduktionsspannung. Da- 
bei wurde vorausgesetzt, daß die Spule ihre Form nicht verändert, so daß 
ihre Selbstinduktion Z konstant ist und eine Induktionsspannung nur dann 
auftritt, wenn sich der Strom ändert. Für die am Widerstand R abfallende 
Spannung (1) gilt das Onmsche Gesetz (352.5) 


U=JR. (2) 


Durch Elimination von U aus diesen Gleichungen entsteht 
U,=JIR+J1. (3) 


U, R, L sind in dieser Gleichung gegebene Größen, während nach dem 
Strom J = J(f) gefragt wird. 


Nun wird vorausgesetzt, daß im Stromkreis bis zur Zeit t=0 ein kon- 
stanter Strom geflossen ist. Das bedeutet nach (3) wegen J = 0, daß dieser 
Strom den Wert J = U,/[R besessen hat. Zur Zeit t = 0 wird die Spannungs- 
quelle kurzgeschlossen; dann ist in Gleichung (3) U, durch 0 zu ersetzen. 
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Im Zeitraum t>0 gilt für den Stromverlauf die einfachere Differential- 


gleichung ‚ R 


mit der Lösung 


j L 
J= Jet T=z: (5) 


J aus (5) erfüllt Gleichung (4) für beliebige Werte J,, wie man durch Ein- 
setzen nachprüft. Um den Anfangsbedingungen des Problems bei t= 0 
gerecht zu werden, muß 


J=7 (6) 


gesetzt werden, denn dies ist der zur Zeit t= 0 fließende Strom. 


Nach dem Kurzschluß bei £ = 0 verschwindet also der Strom im Wider- 
stand nicht unmittelbar, sondern er klingt exponentiell mit einer Zeit- 
konstante r = L/R ab, die um so größer ist, je größer die Selbstinduktion 
ist. Der Vorgang ist so zu erklären: In der Spule Z war zunächst magne- 
tische Feldenergie konzentriert. Diese Feldenergie wird nun durch Induk- 
tion in elektrische Energie innerhalb des Drahtes umgewandelt und all- 
mählich im Widerstand R vernichtet, also in JouLEsche Wärme überführt. 
Je größer L ist, um so stärker ist das abzubauende Feld. 


Als nächstes wird der Einschaltvorgang betrachtet, wo bis zur Zeitt=0 
kein Strom vorhanden war und nun die Spannungsquelle U, von Abb. 521.1 
angeschaltet wird. Der Strom J(t) wird durch die Differentialgleichung (3) 
bestimmt. Division durch R und Einführung von (6) überführt (3) in die 


Gleichung LT: 
J-h=-ZJ. (7) 


Bezeichnet man J — J, mit y und berücksichtigt 7 = J, so gilt 
y=J—J j=—y yet, (8) 

mit derselben Zeitkonstante 7 wie beim Ausschalten in (5). Die Auflösung 

nach J ergibt jeisgeh (9) 


Hier ist über die Integrationskonstante %, so zu verfügen, daß J für t= 0 
verschwindet. 


Mit der Definition (6) für J, entsteht 
— U, tr 
J(t) =—fl—e ) (10) 


für den Zeitablauf des Stroms im Stromkreis der Abb. 521.1. 


1522] 52 Elektrische Stromkreise 203 


Die beim Ein- und Ausschalten entsprechend (10) und (5) auftretenden 
Vorgänge sind in Abb. 521.2 dargestellt. Infolge der Anwesenheit der 
Selbstinduktion Z erreicht der Strom beim Einschalten erst nach einiger 
Zeit, etwa nach 7, seinen Maximalwert. Ein Teil der von der Spannungs- 
quelle abgegebenen Leistung 


Keuge 


“(1 et) 11) 


ein 7 2 3 aus —h 


—-Yr 
Abb. 521.2. a) Ein- und Ausschaltstrom b) Zum Aufbau des Feldes benötigte (N,) 
und im Widerstand verbrauchte Leistung (N,) 


wird zum Aufbau des Magnetfeldes benötigt. Da im Widerstand R die 
Leistung 


U: 
Nr=PR=—(1-e ih} (12) 


in JouLeEsche Wärme verwandelt wird, ist dies 


Nr=Na—NR= 8 (1—erth)ertr. (13) 


Integriert man über N7, so erhält man natürlich die Energie des Feldes 
der Spule Ez = D4u,9?/2, mit © als dem Volumen der Spule. Die gleiche 
Energie wird nach dem Ausschalten, während sich das Magnetfeld wieder 
auflöst, im Widerstand R in JouLEsche Wärme verwandelt. 


522 Der Transformator 


Es wird eine Ringspule betrachtet, die zwei Wicklungen enthält, eine 
Primär- und eine Sekundärwicklung. An der ersten wird eine Spannungs- 
quelle an- oder abgeschaltet. Dabei wird in der zweiten eine Spannung 
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beobachtet. Schematisch ist die Anordnung durch Abb. 522.1 wiedergegeben. 
Hinsichtlich der Vorzeichen und des Windungssinns ist dieses Schema 
noch einmal in Abb. 522.2 für eine halbe Windung dargestellt. 


Fließen durch beide Wicklungen Ströme, so ist die gesamte magnetische 
Feldenergie der Ringspule nach (431.9) 


1 
E=z (lt Walt Ile): (1) 
Andererseits ist diese Energie zu $° proportional, also 
J E-&r (wJı+wgJ). (2 
+ Be $ 9° (wıJı+w2J2) (2) 
u, U, u, 
+ + 
iu = JIpYAJs 
R _ = 
Abb. 522.1 Abb. 522.2. Richtungsbeziehungen und 
Transformator Windungssinn beim Transformator 


Der Vergleich von (1) und (2) zeigt für den Zusammenhang der Induktions- 
koeffizienten und Windungszahlen 
L11:2L12: 12a = uw? : 2w,w, :w}. (3) 
Ändert sich in der Ringspule der Primärstrom, so werden in beiden 
Wicklungen die Spannungen 


vVi=—J,L: uV;=—J,1 (4) 


induziert. Da der Sekundärkreis nicht gesehlossen ist, fließt in ihm kein 
Strom, und J, tritt in (4) nicht auf. An der Primärspule fällt immer gerade 
det Teil U, der Spannung U, ab, der die induzierte Gegenspannung kom- 
pensieren muß. Also ist dem Betrage nach U,= U}, und aus (4) folgt 
nach Elimination von J, 


Bei Stromänderungen wird — wie üblich — eine Gegenspannung induziert, 
die in Abb. 522.1 links am Widerstand ‚‚fehlt‘“. Dafür tritt in der Sekundär- 
spule eine Induktionsspannung auf, und zwar im Verhältnis der Windungs- 
zahlen w,/w, verändert. Ist w,>w,, so können auf diese Weise sehr hohe 
Spannungen induziert werden. Ist U, eine Wechselspannung, dann ändert 
sich auch J, periodisch, und Ui verändert sich nach (5) im gleichen 
Rhythmus wie U,. Als Ergebnis kann festgestellt werden, daß in einem 
Transformator im Leerlauf die Spannungen im Windungsverhältnis der 
Spulen übersetzt werden. 
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523 Der Schwingkreis 


Entsprechend Abb. 523 wird eine Anordnung betrachtet, in der ein 
Kondensator C, ein Widerstand R und eine Selbstinduktion Z hintereinander- 
geschaltet und mit einer Stromquelle U, verbunden werden. Die Strom- 
richtung J wird im Uhrzeigersinn positiv gezählt und die Ladung der 
unteren Kondensatorplatte mit g bezeichnet. (Dann ist die Ladung der 
oberen Kondensatorplatte —q.) Fließt ein Strom J, so nimmt q zu. 


Daher gilt hier 4 N 


Nach (314.3) befindet sich am Kondensator die 
Spannung qg/C. Gegenüber (521.3) fehit diese 
Spannung am Widerstand. Daher gilt 
U,+U'-g/O=JR. (2) 
Ersetzt man die induzierte Spannung U‘ durch 
(521.1) und verwendet (1), so geht (2) in 


Abb. 523. Schaltbild 
eines Schwingkreises U,=Läö+Rg+g/C (3) 


über. 


Zunächst wird die Ladung auf dem Kondensator betrachtet, nachdem 
die Spannungsquelle in Abb. 523 kurzgeschlossen wurde. In diesem Falle 


geht Gleichung (3) in 
| ötygtogg=0 | (4) 


über. Dies ist die von der Mechanik her wohlbekannte Gleichung einer 
gedämpften Schwingung. Zur Abkürzung sind ‘dabei die Größen 
1 
y- T [077 — on (5) 
eingeführt. 

Im Falle y = 0, d.h. hier bei verschwindendem Widerstand R = 0, ent- 


steht eine ungedämpfte Schwingung 
1) = 9 008 (t — bo); (6) 
wovon man sich durch Differenzieren von (6) und Einsetzen in (4) leicht 
überzeugt. Die elektrische Ladung fließt dabei von einer Kondensatorplatte 
durch die Selbstinduktion zur anderen und wieder zurück. Die Kreis- 
frequenz 1 
= 2m = VL (7) 
wie auch die Frequenz » werden durch die Kapazität C und die Selbst- 


induktion L bestimmt. Je größer C und L sind, um so niedriger ist die 
Frequenz », um so langsamer läuft die Schwingung (6) ab. 
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Der Widerstand R in diesem Stromkreis dämpft den Schwingungsvorgang. 
Solange die Dämpfung nicht zu stark ist, findet eine gedämpfte Schwingung 


gt) = me rl? coswt (8) 


statt. Beim Differenzieren und Einsetzen von (8) in (4) entsteht für die 
Kreisfrequenz der gedämpften Schwingung die Bedingung 


o= 105— (yI2P. 9) 


Die gedämpfte Schwingung findet also mit niedrigerer Frequenz statt. Ist 
die Dämpfung y>2w,, so sinkt die Ladung q an der Kondensatorplatte, 
ohne Schwingungen auszuführen, exponentiell auf den Wert Null. Auf 
weitere Einzelheiten in diesem Zusammenhang einzugehen, erübrigt sich, 
da alle Eigenschaften des harmonischen Oszillators [T 14] sich direkt auf 
die Gleichungen (3) und (4) des Schwingkreises übertragen lassen. 


Durch Multiplikation der Gleichung (3) mit dem Strom J = g entsteht 
der Energiesatz 
N=U,J=g(bö+Rg+ 4/0). (10) 


Auf der linken Seite steht die Leistung, die der Kreis aufnimmt, nämlich 
nach (521.11) das Produkt aus Spannung U, und Strom J. Die rechte 
Seite läßt sich teilweise als Zeitableitung darstellen: 


1 


N=7 


Gr ER HFC) HRS. a) 


Die ersten beiden Terme enthalten die magnetische Energie innerhalb der 
Selbstinduktion und die elektrostatische Energie des Kondensators. Der 
letzte Term stellt die erzeugte JouLEsche Wärme dar. Bei den ungedämpften 
Schwingungen (6) verschwinden N und R, und es gilt der Energiesatz 


B-r+-. (12) 


Der letzte Ausdruck entsteht unter Verwendung von (1) und (6). Magnetische 
und elektrische Energie spielen die Rolle von kinetischer und potentieller 
Energie des mechanischen Oszillators. Besitzt q seinen Maximalwert, so 
befindet sich die gesamte Energie als elektrostatische Energie in C. Dann 
beginnt ein Strom zu fließen, und es wird in der Selbstinduktion L ein 
Magnetfeld aufgebaut. Die hierzu erforderliche Energie wird dem Kon- 
densator an elektrischer Energie entzogen. Die magnetische Energie ver- 
wandelt sich wieder in elektrische, wobei sich der Kondensator umgekehrt 
auflädt. Danach beginnt der Vorgang von neuem. 
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Wird bei U, eine Wechselspannung angeschlossen, so entstehen periodische 
Vorgänge im Schwingungskreis. Im Zeitmittel verschwindet das erste Glied 
in (11), und es gilt 

N=RF. (13) 


Die gesamte dem Stromkreis zugeführte Energie wird innerhalb des Wider- 
stands R in Wärme verwandelt. Die Anwesenheit von Kapazität C und 
Selpstinduktion Z bringt also keine zusätzlichen Verluste mit sich. 


Übungsaufgabe 


52. Man berechne die Eigenfrequenzen nebenstehender ge- 
koppelter Schwingkreise. Welche Werte ergeben sich in 
den Grenzfällen starker und schwacher Kopplung? 


53  Weechselstromteehnik 


Zusammenfassung: Komplexe Zahlen sind hervorragend zur Berechnung der 
Ströme und Spannungen in Wechselstromkreisen geeignet. Ihre Veranschaulichung 
in der komplexen Zahlenebene läßt die Phasenbeziehungen leicht überblicken. Die 
Kondensatorladung eines freien, gedämpften Schwingkreises beschreibt in der kom- 
plexen Ebene eine logarithmische Spirale. Spannung und Strom werden nach Fort- 
lassen der Faktoren exp (jwt) durch komplexe Zahlen U und % dargestellt. Das ver- 
allgemeinerte Onmsche Gesetz U=R%Y umfaßt auch Kapazitäten C und Selbst- 
induktionen Z mit den imaginären Widerständen 1/j®C und jwL. Die Wechselstrom- 
leistung ist N = U,,J.y cosp und geht für = 0 in das Wartsche Gesetz für Gleich- 
strom über. Eisenkerne in Spulen erzeugen Verzerrungen und damit nach (535.4) 
Oberfrequenzen. Außerdem besteht zwischen der Magnetisierung 4 und dem Magnet- 
feld H/ im Eisenkern eine Phasenverschiebung, derzufolge die magnetische Suszeptibilität 
den komplexen Wert v=xı —jxs erhält. Mit ihr werden Permeabilität und Selbst- 
induktion & komplex. Der induktive Widerstand Rg=j®X% enthält einen reellen 
Anteil, der wie ein zur Spule in Reihe geschalteter Onmscher Widerstand ®y,Z, wirkt. 
Die im Eisen verbrauchte elektrische Leistung ist N = J?oy,L, sin 9/2. Weitere 
Verluste entstehen bei Wechselströmen in dicken elektrischen Leitern durch den 
Haut- oder Skineffekt. Dieser Effekt spielt im allgemeinen erst bei hochfrequenten 
Wechselströmen eine Rolle. Die Schwingkreise von Hochfrequenzsendern werden 
deshalb aus Kupferrohren statt Kupferdrähten konstruiert. 


531 Komplexe Zahlen 


Die Strom- und Ladungsverhältnisse im Schwingkreis wie auch in kom- 
plizierteren Schaltungen werden durch lineare Gleichungen, wie zum 
Beispiel (523.3), beherrscht. Solche linearen Gleichungen und Gleichungs- 
systeme lassen sich, besonders wenn man es — wie in der Wechselstrom- 
technik — mit periodischen Vorgängen zu tun hat, erheblich einfacher 
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und übersichtlicher durch komplexe Zahlen behandeln [T 14]. Hier sollen 
nur deren wichtigste Eigenschaften kurz zusammengefaßt werden. j= Y—1 
ist die imaginäre Einheit mit der Eigenschaft 


j-—1. a) 


Zu den gewöhnlichen reellen Zahlen x treten die imaginären Zahlen jy 
hinzu. Beide ergeben gemeinsam die Gesamtheit der komplexen Zahlen 
z2= x-+-jy. Im übrigen kann mit komplexen Zahlen genauso gerechnet 
werden wie mit reellen Zahlen, da sie 
die gleichen Rechenregeln erfüllen. 


Jede komplexe Zahl z=x-+jy 
stellt einen Punkt in der komplexen 
Zahlenebene (Abb. 531) dar. x und y 
werden als Realteil Xez und Imagi- 
närteil Im 2 bezeichnet: 


z2=NRez-+j mz. (2) 


Spiegelung von z an der reellen Achse 
2*= Rex — j Imz (3) 


ergibt die zu z konjugiert komplexe Zahl. Realteil und Imaginärteil folgen 
aus (2) und (3) durch Auflösung 


__2+2* 2 2* 
Ren= —.— Imz= TE (4) 


Abb. 531. Komplexe Zahlenebene 


Der Abstand des Punktes z vom Koordinatenursprung wird als |2]| be- 
zeichnet und erfüllt die Gleichungen 


I2)= V(Re2)?+ (Imz2)?= Yz*z. (5) 


Das letzte Gleichheitszeichen findet man bestätigt, indem man das Produkt 
2*z unter Verwendung von (2) und (3) bildet. 


Wie von reellen Zahlen können auch von komplexen Zahlen Funktionen 
v=fl@)=f(@+jy) (6) 

gebildet werden, die natürlich wieder komplex sind: 
w=u(z, y) + jv(&, Y). (7) 


Die Eigenschaften dieser komplexen Funktionen werden in der Funktionen- 
theorie untersucht. 


Besonders interessant ist in diesem Zusammenhang die Exponential- 
funktion mit rein imaginärem Argument 


z=elt, (8) 
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da sie sich vorteilhaft zur Darstellung periodischer Vorgänge verwenden 
läßt. Durch Reihenentwicklung nach Potenzen von p und Vergleich der 
Koeffizienten unter Berücksichtigung von (1) läßt sich für reelles leicht 


zeigen, daß 
el? = cosp-+jsinp (9) 


ist. Setzt man (8) und (9) in (4) ein, so ergibt sich 


eIP+ erip eP— erip 


cp = 3 siingo= 3; (10) 


Die triganometrischen Funktionen lassen sich durch komplexe Exponential- 
funktionen ausdrücken. Nach Abb. 531 beschreibt (8) einen Punkt auf 
dem Einheitskreis, 

z= det (11) 


also einen Punkt, der im Zeitablauf den Einheitskreis mit der Winkel- 
geschwindigkeit ® durchläuft. 
Wie Abb. 531 elementargeometrisch zu entnehmen ist, gilt 
Nez = |2|cosp I9mz= |2|sing. (12) 


Daher und nach (9) kann eine komplexe Zahl auch in der Form 


durch ihren Betrag |z] und den Winkel dargestellt werden. 


532 Anwendung. auf lineare Differentialgleichungen 


Im allgemeinen tauchen in den physikalischen Gleichungen, wie zum 
Beispiel in (523.4), Größen auf, die als reelle Zahlen oder Funktionen 
definiert sind. Trotzdem sind, wenn es sich wie dort um lineare Gleichungen 
handelt, komplexe Größen verwendbar. Ein in z linearer, differentieller, 
integraler oder sonstiger Funktionsausdruck L(z) besitzt die Eigenschaft 


La+2)=L(a)+L() L(az)=aLe). ) 

Diese Eigenschaft hat zur Folge, daß eine lineare Differentialgleichung 

Le@)=0 (2) 

neben zwei Lösungen 2, und 2, auch az, + bz, mit beliebigen Konstanten 
a und b wieder als Lösung enthält, denn es muß nach (l) ja 

L(az, +52) =aL(z,) +dL(z) = 0 8) 

gelten. Enthält der Operator L in (2) die imaginäre Einheit j nicht explizit, 

wie zum Beispiel Gleichung (523.4), so müssen neben einer Lösung z auch 
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z* und wegen (3) Linearkombinationen von 2 und z* Lösungen von (2) 
sein. Wegen (531.4) sind damit auch Realteil und Imaginärteil einzeln 
Lösungen dieser Gleichung. 


Man kann die erwähnten Eigenschaften linearer Gleichungen so ausnutzen: 
Zunächst wird eine komplexe Lösung aufgesucht. Nach den vorangegan- 
genen Ausführungen ist dann auch ihr Realteil eine Lösung. Am Beispiel 
der schon mehrfach erwähnten Gleichung (523.4) bedeutet das: Es wird 
zunächst eine komplexe Lösung 2 dieser Differentialgleichung 


rrdraleo “ 


aufgesucht. Mit dem Ansatz z— e*' entsteht aus (4) eine quadratische 
Gleichung für A mit den Lösungen }, und A_: 
23 er 
us P+4y+ol=0 (5) 
= 2 til (WW =hr. 
Unter Verwendung von (3) ist dann die 
allgemeinste komplexe Lösung der Glei- 
chung (4) 

Mer z=2,+2_=4Actt + Bei-t, (6) 
in der A= ]Aje* und B= |Bjel? zu- 
nächst beliebige komplexe Zahlen sind. 
2, beschreibt in der komplexen Ebene eine 
Spirale — Abb. 532 — mit dem Anfangs- 
punkt A, die entgegen dem Uhrzeigersinn 
durchlaufen wird. z_ stellt eine im Uhr- 
zeigersinn durchlaufene Spirale mit B als An- 
fangspunkt dar. Bezeichnet man Rez,=g 
als die Ladung an der Kondensatorplatte 
von Abb. 523, so erhält man in Gleichung 
(6) q(t) als Projektion der Spirale auf die 

git) reelle Achse. Da Drehbewegungen in der 

Ebene leichter zu überschauen sind als 

Schwingungsbewegungen auf einer Achse, 


Abb. 532. 


Gedämpfte Schwingung in der . i : 
komplexen Zahlenebene besitzt dieses Verfahren auch den Vorteil 


größerer Anschaulichkeit. 


Analytisch findet man die gesuchte Ladung als 
gt) =|A|e”?t2 cos (wi + a) (7) 
aus (4) bis (6). ® ist nach (5) 
o= Ywi— (y/2)?. (8) 
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Da (7) zwei Konstanten |A | und « enthält, ist dies die allgemeinste Lösung 
für q (£). Das gleiche Resultat, nur mit |B | und ß erhält man aus der Lösung 
2_. Es reicht also die Kenntnis einer der Lösungen z, oder z_ aus. Das liegt 
daran, daß z2*=z, wird, wenn man B*= A setzt. 


533 Onumsches Gesetz für Wechselstrom 


Wieder wird der Stromkreis von Abb. 523 betrachtet, jetzt aber nicht 
mehr bei Kurzschluß, sondern unter dem Einfluß einer Wechselspannung 


ul) = uwewtre, (1) 
genauer: unter dem Einfluß des Realteils von (1). Nach (523.3) gilt dann 
u=Lg+Rg+g/C=L(d+Yyg+ wg) (2) 


für den Zusammenhang zwischen angelegter Spannung u und Ladung 
q auf der Kondensatorplatte. Die Erweiterung in (1), daß im Sinne von 
(531.9) zur reellen Spannung ein Imaginärteil hinzugefügt wurde, macht 
sich in (2) dadurch bemerkbar, daß nunmehr auch die Lösung g(t) dieser 
Gleichung komplex wird, das heißt, die im Stromkreis stattfindenden 
erzwungenen Schwingungen werden hier in der komplexen Ebene dar- 
gestellt. Der Realteil von g beschreibt aber nach den Ausführungen von 
[532] nach wie vor die Ladungsverteilung unter dem Einfluß des Realteils 
von (1) als angelegte Spannung. Unmittelbar physikalische Bedeutung 
besitzt dann nur die Projektion der komplexen Bewegung auf die reelle 
Achse. 


Zur Schreibweise sei darauf hingewiesen, daß alle zeitabhängigen Größen, 
wie gq(t), w(f) und die zugehörige Stromstärke :(f), in der Elektrotechnik 
als Momentanwerte von Ladung, Spannung und Strom bezeichnet, grund- 
sätzlich klein geschrieben werden. 


Bei gleicher Frequenz werden sie durch 
u(t) = Mel®! it) = Je”! alt) = Del”! (3) 
dargestellt. Die neben den Zeitfaktoren e!”! stehenden Anfangswerte 


pflegt man durch deutsche Buchstaben zu bezeichnen. Sie sind natürlich 
komplexe Zahlen 


U=DUeipm Re Jeivi DO = Qelr (4) 
und enthalten neben den Amplituden U, J, @ noch Phasenwinkel @. Außer- 


dem werden neben den Maximalwerten in der Elektrotechnik noch die 
sogenannten Effektivwerte 


U,y=UJV2 Iy=JI1V2 Qu=aV2 (6) 


15 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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verwendet, aus Gründen, die weiter unten im Zusammenhang mit (534.4) 
ersichtlich werden. 


Nunniehr soll die sich unter der Spannung (1) im Schwingkreis ein- 
stellende Ladungs- und Stromverteilung untersucht werden, die durch (2) 
gegeben ist. Gleichung (2) ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 
mit u als Inhomogenität. Die allgemeinste Lösung einer solchen Gleichung 
erhält man aus einer speziellen inhomogenen Lösung durch Hinzufügen 
der allgemeinsten homogenen Lösung. Letztere besitzt die zwei Integrations- 
konstanten, die die allgemeinste Lösung einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung enthalten muß. Die homogenen Lösungen aber befriedigen be- 
stimmte, mehr zufällige Anfangsbedingungen des Stromkreises und klingen 
nach (523.8) bzw. (532.7) exponentiell ab, spielen also nach einiger Zeit 
keine Rolle mehr. Es interessiert daher nur eine spezielle inhomogene 
Lösung, die sogenannte stationäre Lösung g(f), die — wie in (3) — den 
gleichen zeitlichen Rhythmus wie die angelegte Spannung besitzt. Zwischen 
Strom und Ladung besteht nach (523.1) der Zusammenhang 

Ai 0-3. (6) 
Bei der Zeitabhängigkeit (3) kann aber d/dt durch einen Faktor jw ersetzt 
werden. Für die zugehörigen komplexen Amplituden (4) gilt dann die zweite 
der Gleichungen (6). Alle Terme in (2) besitzen den gemeinsamen Faktor 
exp(jwt). Läßt man diesen Faktor fort und geht entsprechend (6) von Q 
zu % über, so entsteht die Gleichung 


U=(joL+R+-,6)3 m 


für den Zusammenhang der komplexen Amplituden U und 9. 


Ohne die Glieder mit Z und C' wäre es das OHnmsche Gesetz (352.5). Man 
bezeichnet (7) aus diesem Grunde auch als Oumsches Gesetz für Wechsel- 
strom und schreibt es in der Form 


mit dem komplexen Widerstand 


: 1 
NENFNRRA+NC=joL tR+Z.C (9 


Die komplexe Schreibweise ermöglicht somit, in Wechselstromkreisen den 
Einfluß von Kapazitäten C und Selbstinduktionen Z genauso zu behandeln 
wie den Einfluß eines OHMschen Widerstandes R, nur daß die durch L 
und C hervorgerufenen Widerstände R, und N. imaginär sind. 
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Abb. 533 stellt den Widerstand (9) in der komplexen Ebene dar. Der 
induktive Widerstand R,, ist positiv imaginär, der kapazitive Widerstand 
N. negativ imaginär. Bei der sogenannten Resonanzfrequenz 
BER 

VLc 


kompensieren sich beide, und es wird %= R. Da R nach (8) das Verhältnis 
von Spannung Ül zum Strom $% darstellt, bedeutet der in Abb. 533 auf- 
tretende Winkel 9 den Winkel, um den die Spannung dem Strom voraus- 
bzw. der Strom der Spannung nacheilt. Betrachtet 
man den Zeitablauf (3) des Systems in der kom- Im gel 
plexen Ebene, so bedeuten w(t) und i(f) zwei in 
der komplexen Ebene mit gleicher Geschwindig- 
keit rotierende Zeiger, zwischen denen der Winkel- 
unterschied & besteht und die sich hinsichtlich 
ihrer Länge um einen Faktor |R| unterscheiden. 
Die Untersuchung der Vektoren (4) allein bedeutet, 
die soeben nn start me Anord«. PP: 08. nes 
induktiver und kapazi- 
nung zu einem festen willkürlichen Zeitpunkt, tiver Widerstand in der 
hier bei i= 0, zu betrachten. komplexen Zahlenebene 


(10) 


© 


R MR 


534 Wechselstromleistung 


Es soll die mittlere Leistung N berechnet werden, die der Stromkreis 
von Abb. 523 unter dem Einfluß einer Wechselspannung aufnimmt. Bei 
dieser Untersuchung treten Produkte der durch (533.3) beschriebenen 
Größen auf, bei denen sich die in linearen Ausdrücken unwichtigen imagi- 
nären Bestandteile störend bemerkbar machen. Es dürfen hier also nur 
die Realteile der in [533] behandelten Größen genommen werden. Die 
von dem Stromkreis aufgenommene mittlere Leistung ist unter Benutzung 
von (531.4) 


N=Reufei=4 mr ur)(ütin, a) 


Der Mittelwert soll über eine ganze Schwingungsperiode der Wechsel- 
spannung gebildet werden. 


Beim Ausmultiplizieren von (1) entstehen insgesamt vier Ausdrücke 


N=4 wit ui tue), (2) 


von denen wegen (533.3) der erste und letzte proportional zu exp (+2jwt) 
sind und bei der Mittelwertbildung verschwinden. Der zweite und dritte 
Term von (2) dagegen sind zeitunabhängig, weil sich die in ihnen auf- 
15* 


214 5 Induktion [534] 


tauchenden Faktoren exp(+jwt) kompensieren. Daher wird die vom 
Stromkreis aufgenommene Leistung mit Berücksichtigung von (531.4) 


N=4 (wit+ ur) = Reui®. 3) 
Unter Benutzung der Gleichungen (533.3 bis 5) wird hieraus 


N=Z%e upP=IRe U Jeitrur - 4 UJ cos (p,— 9) 


N=U,y4J ey COS P. 


9 = 9, — 9; ist nach Abb. 533 der Phasenunterschied von Spannung und 
Strom. Die vom Stromkreis im Zeitmittel aufgenommene Leistung ist 
daher bis auf den Faktor cos gleich dem Produkt der Effektivwerte von 
Spannung und Strom. Die Ähnlichkeit von (4) mit der Gleichstromleistung 
N=UJ ist der Hauptgrund dafür, daß man in der Elektrotechnik die 
Effektivwerte (533.5) bevorzugt. Neben der vom Stromkreis im Zeitmittel 
aufgenommenen Leistung (4) wird die Größe 


| Nr= UV ey Jg In Y | (5) 


als Blindleistung bezeichnet. 


(4) 


Es ist noch zu untersuchen, wo die vom Stromkreis aufgenommene 
Leistung (4) bleibt. Zu diesem Zweck wird Gleichung (533.2) betrachtet, 
jetzt aber wieder, was ausdrücklich hinzugefügt wird, für die reellen Größen, 
und mit dem Strom i (ebenfalls reell!) multipliziert. Es entsteht dabei der 
Energiesatz (523.11) 

v4; 1 2lıra (6) 
dt | 2 2C 
Bildet man den Mittelwert von (6) über eine Periode, so steht auf der 
linken Seite die vom Stromkreis aufgenommene Leistung (4). Auf der 
rechten Seite verschwindet der Mittelwert der Zeitableitung, wie in [523]. 
Auf der rechten Seite bleibt also nur noch die im Widerstand verbrauchte 
elektrische Leistung 


Ny=R(fRei)’= RJ? cos? (ot + 9;) (7) 


übrig. Der Zeitmittelwert von cos?wt ist 1/2. Damit entsteht für die im 
Widerstand verbrauchte Leistung 


Ny= RP = RI = UeyI ei SOSP. 


[535] 53 Wechselstromtechnik 215 


Bei Verwendung von J,,y entsteht wieder der gleiche Ausdruck wie bei 
Gleichstrom (354.6). Beim letzten Gleichheitszeichen beachte man, daß 
nach (533.5 und 8) und Abb. 533 


Jen R = Very 05 P (9) 
gilt. 


535  Hysterese 


In einem Wechselstromkreis, der schematisch durch Abb. 535.1 dar- 
gestellt ist, befindet sich eine Ringspule, die mit einem Eisenkern versehen 
ist. Der Einfluß des Eisenkerns soll untersucht werden. Die Selbstinduktion 
der Spule ist nach (434.3) 


L= um O u=1+x. 6 


Hierbei bedeutet y= M/uyF, die magnetische Suszeptibilität, das Ver- 
hältnis der im Eisenkern erzeugten Magnetisierung 4 zur vorhandenen 
magnetischen Feldstärke I. In Wechselstromkreisen war bislang der 
induktive Widerstand R,= joL 
rein imaginär. Diese Überlegungen 
sind allerdings nur richtig, wenn 
die Magnetisierung /M dem erzeug- 
ten Magnetfeld + trägheitsfrei 
folgt, wenn also nicht die in [343] 
beschriebene Hysterese auftritt. 


M 


Abb. 535.1. Abb. 535.2. 
Schematische Darstellung einer Ring- Hysterese. /(t) ist nicht rein 
spule mit Eisenkern im Stromkreis periodisch 


Eine erheblich veränderte Situation entsteht bei Berücksichtigung der 
Hysterese. Erzeugt man in der Drahtspule von Abb. 535.1 durch eine 
angeschlossene Wechselspannung ein periodisches Magnetfeld 


H=H,coswt, (2) 


dann besitzt die Magnetisierung im Eisenkern M nicht die gleiche 
Zeitabhängigkeit. /M(i) durchläuft vielmehr die Hystereseschleife von 
Abb. 535.2, durch die M(t) gegenüber H(t) sowohl verzögert als auch 
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verzerrt wird. Würde lediglich eine Phasenverschiebung auftreten, so 
könnte /# durch eine Funktion 


„N= 1, cos (wt — @) (3) 
beschrieben werden. 


Berücksichtigt man aber auch die gegenüber H(t) in Abb. 535.2 auf- 
tretende Verzerrung der Funktion /H(t), so reicht der Ansatz (3) zu ihrer 
Beschreibung nicht aus. Die verzerrte Funktion kann, wie hier nur kurz 
erwähnt sei, durch eine FOURIER- 
reihe 


MO)=3NM,cos(wnt—Yn) (4) 


dargestellt werden, in der die Fre- 
quenzen w, ganzzahlige Vielfache 
der Grundfrequenz o& sind. M,[H, 
und o,„ sind dann charakteristische 
Konstanten des Eisenkerns oder 
sonstiger verwendeter Materialien. 
Die Oberfrequenzen machen sich 
SF störend bei der Tonübertragung 
Abb. 535.3. Idealisierte Hysteresekurve, bemerkbar. 
Mt) ist gegenüber 44 (t) lediglich 
phasenverschoben Wenn man hinreichend weit von 
der Sättigungsmagnetisierung des 
Materials entfernt ist, sich also auf kleine Feldstärken beschränkt, kann 
man die Hystereseschleife von Abb. 535.2 durch die Ellipse der Abb. 535.3 
ersetzen. Man erhält entsprechend (3) dann unverzerrte Kurven U(t), die 
gegenüber dem Magnetfeld 44/(t) lediglich um einen Phasenwinkel p ver- 
zögert sind. In dieser Beschreibung werden nur zwei charakteristische 
Eigenschaften des Materials berücksichtigt, nämlich M,/H, und der Ver- 
zögerungswinkel @. Eine Bedingung für /M4, und @ ergibt sich aus der 
Forderung, daß die Fläche in der Hysteresiskurve und die Ellipsenfläche 
gleich groß sind. Damit wird erreicht, daß beim ‚Modell‘ der Abb. 535.3 
pro Periode der gleiche Verlust an elektrischer Energie auftritt wie im 
Ferromagneten. 


Ersetzt man die Gleichungen (2) und (3) durch eine komplexe Beschrei- 
bung, so wird auch die Suszeptibilität 


M M _i _i R n 
re a a (5) 


komplex und enthält gerade die beiden erwähnten Materialeigenschaften. 
Real- und Imaginärteil von y sind mit y, und —y, bezeichnet, die Sus- 
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zeptibilität im bisherigen Sinne heißt hier %,. Wegen (531.9) gelten die 
Gleichungen 
Kı = X C08P Ka= sin p. (6) 


Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß der Imaginärteil wegen des Nach- 
laufens, also weil im Bereich O<p<r liegt, negativ ist. 


Mit x werden auch « und Z in (1) komplex. Es empfiehlt sich, eine kom- 
plexe Selbstinduktion einzuführen 


| %=Lll+-—ixel: | (N 


beschrieben durch einen deutschen Buchstaben %. L, ist die Selbst- 

induktion der gleichen Spule ohne Eisen- 

kern. Der zugehörige induktive Widerstand 

IT 

L R Re=jwot=jol+g)it @®XL- (8) 

Abb. 535.4. Ersatzschaltbild Er enthält einen reellen Anteil, der den durch 

für Spule mit Eisenkern die Verzögerung bedingten Energieverlust 

beschreibt. Das reelle Zusatzglied in (8) 

macht sich also wie ein zusätzlicher Onmscher Widerstand, der mit der 
Selbstinduktion Abb. 535.4 in Serie geschaltet ist, bemerkbar. 


— — — 


Die zugehörige Verlustleistung ist nach (534.8) 
1 2 . & 
Nr= Sog =z Foylsing>0. (9) 
Sie ist positiv, weil O<p<r für alle Materialien gilt. Dieser Energie- 
betrag wird also im Eisenkern in Wärme umgesetzt. 


Das Ergebnis (9) kann auch durch eine andere Überlegung bestätigt 
werden. Nach (344.3) ist 


r=—PMdH (10) 


die bei einem Durchlauf der Hysteresiskurve pro Volumeneinheit benötigte 
Energie. Beim Einsetzen von X} und AM aus (2) und (3) entsteht 


nv =/MN ddlwt) sin wt[cos wi cosp + sinwtsing]. (11) 


Zum Integral von mt = 0 bis mt = 2r trägt nur das Glied sin? mit einem 
Faktor x bei. /H, wird nach (5) durch gott, ersetzt. Das in der Spule 
erzeugte Magnetfeld 4, ist »J. Damit entsteht 


= nr Por sin®, (12) 
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mit 7= 2r/w als der Schwingungszeit. Die gesamte Verlustleistung der 
Spule erhält man aus (12) durch Multiplikation mit dem Volumen OÖ der 
Spule und Division durch die Schwingungszeit 7 


Ö 1 R 
N=mo=zIo%(ur*D)singp. (13) 


Da u»Ö= L, die Selbstinduktion der entsprechenden Luftspule ist, 
stimmt die auf diesem Wege berechnete Eisenverlustleistung mit der- 
jenigen in (9) überein. 


536* Stromverdrängung in Leitern 


Entsprechend Abb. 536 wird ein dicker, zylinderförmiger Leiter be- 
trachtet, an dessen Enden eine Wechselspannung gelegt wurde, die im 
Leiterinnern die periodische Feldstärke 

E(r, 2) = E(r) ei"! (1) 
hervorruft. Die Kreisfrequenz ® soll so klein sein, daß im Leiterinnern 
keine Ladungsanhäufungen entstehen und daß weiter das OHMsche 
Gesetz in der gegenüber (358.4) vereinfachten Form (352.3) noch gilt. 
Beide Bedingungen sind erfahrungsgemäß bei  <10!’ s-! erfüllt. 


Sowohl die Ladungsdichte @ als auch ihre zeitliche Ableitung 


ö 
0-0 7—=0 (2) 


er können unter diesen Voraussetzungen als ver- 

BEIM schwindend klein angesehen werden. Wegen der 

f G_g IE Grundgleichungen (334.5) und des Erhaltungssatzes 
% der Ladung (355.6) hat (2) die Gültigkeit von 


PS dj 


L Er u 
Abb. 536. 

Hochfrequentes Feld zur Folge. Nach dem Onmschen Gesetz 
im Leiter is (4) 


fließt unter den erwähnten Voraussetzungen in dem Leiter ein Wechsel- 
strom im gleichen periodischen Rhythmus. Polarisation ® und Magne- 
tisierung M werden als proportional zu € und $ angenommen, so daß 
! D=es,€& B= umd (5) 
gilt. 

Unter den geschilderten Voraussetzungen erzeugt die Wechselstrom- 
dichte j des Leiters ein periodisches Magnetfeld 


x9=i (6) 
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mit ringförmigen Feldlinien. In Abb. 536 wird ein Augenblick betrachtet, 
in dem € und j nach oben gerichtet sind und wachsen. Nach dem Induk- 


tionsgesetz 


08 
7 xe 1 m 


sind die magnetischen Feldlinien wiederum von elektrischen Feldlinien 
umgeben, die in einem Augenblick, in dem ® wächst, also ® die Rich- 
tung von ® hat, die in Abb. 536 eingezeichnete Richtung besitzen. Sie 
verringern das Feld & im Innern des Leiters und verstärken es am 
Rande. Dies hat wegen (4) zur Folge, daß auch die Stromdichte j im Leiter 
nicht konstant, sondern am Rande stärker und innen schwächer ist. Bei 
hohen Frequenzen & geht der Einfluß der Felder $ und € so weit, daß der 
Strom nur noch auf einer sehr dünnen Haut an der Oberfläche des Leiters 
fließt, während das Innere des Leiters praktisch stromlos bleibt. Daher 
bezeichnet man diese Erscheinung auch als Hauteffekt oder Skineffekt. 


Die bereits qualitativ geschilderte Stromverdrängung an den Rand des 
Leiters soll nun bereehnet werden. Es wird die zweifache Rotation von € 
gebildet, die wegen der Näherungsvoraussetzungen (3) zusammen mit (5) 


durch 
[0] 
or 


ö ° € 
x (X AE=-—AE (8) 


ersetzt werden kann. Andererseits ist dieser Ausdruck nach (7), (5) und (6) 


GO . . 
AC= X 5 MMag (9) 


Die Berücksichtigung von (4) führt schließlich auf die Gleichung 
0 
AE=-umes. (10) 


Durch Multiplikation mit o entsteht gemäß (4) dieselbe Gleichung für j. 
Entsprechend kann man sich an Hand der übrigen Gleichungen klarmachen, 
daß Gleichung (10) für jede der Komponenten der Vektoren &, 9, j und ® 
gelten muß. Es ist also 


| Ad umo = Gt, t), 11) 


wobei ® irgendeine der genannten Komponenten sein kann. (Diese Glei- 
chung hat die Form der Wärmediffusionsgleichung. Die anschließend zu be- 
rechnenden Lösungen entsprechen periodischen Temperaturschwankungen, 
die sich vom Rande eines Zylinders nach innen ausbreiten, siehe [S 12]). 


Bei sehr dicken Leitern, deren Radius groß gegen die unten mit ! be- 
zeichnete Schichtdicke des Stroms ist, macht sich die Oberflächenkrüm- 


220 5 Induktion [536] 


mung nicht mehr wesentlich bemerkbar. Dort wird zur Vereinfachung der 
Rechnung an Stelle des Leiters von Abb. 536 der leitende Halbraum x >0 
mit der Grenzfläche = 0 betrachtet. Bei entsprechenden Randbedin- 
gungen für die angelegte Spannung im Unendlichen hängt ® nur noch von 
x und t ab. Gleichung (11) vereinfacht sich zu 


02® o® 
Gr MMO - (12) 


Zur Lösung von (12) wird der periodische Ansatz 
D(x,t) = ejet-.az (13) 
gemacht, mit » als der schon vorgegebenen Kreisfrequenz. 


Beim Einsetzen von (13) in (12) entsteht eine Bedingung für «: 
= jOA 10 Y=uH+plY2. (14) 


«. selbst wird unter Berücksichtigung von Yj aus (14) eine komplexe Zahl 
«= (1-+j)/l. Die Lösung (13) läßt sich dann in der Form 


Ri 2 
B— eiwt-z/N) e-zil l= V 15 
ei e = Klo 0w a) 


darstellen. Es entstehen mit den beiden Vorzeichen von l in (15) zwei 
Lösungen, da die Differentialgleichung (12) hinsichtlich x von zweitem 
Grade ist, aus denen sich die allgemeinste Lösung konstruieren läßt. Ent- 
sprechend den physikalischen Voraussetzungen interessiert aber nur die 
Lösung mit positivem Vorzeichen von /, die im rechten Halbraum, also 
in den Leiter hinein, exponentiell abklingt. 


l von (15) ist hier die für die Stromverdrängung an den Rand des Leiters 
charakteristische Konstante, denn nach (15) sinken Strom und Feldstärke 
auf einer Strecke ! nach innen um den Faktor e= 2,718... Gleichzeitig 
läßt (15) erkennen, daß der Strom im Leiterinnern mit demjenigen am 
Rande nicht in Phase steht, sondern um einen Phasenwinkel x/l nachläuft. 
Zeitweise fließt also der Strom am Leiterrand und im Leiterinnern in ver- 
schiedene Richtungen, wodurch die Energieverluste des Drahtes verstärkt 
werden. Der Hauteffekt macht sich um so stärker bemerkbar, je kleiner I 
ist. Das ist nach (15) bei großen Frequenzen w der Fall, aber auch, wie (15) 
erkennen läßt, bei großer Leitfähigkeit o. Der Einfluß von u spielt keine 
große Rolle, da die meisten in der Praxis verwendeten Leiter eine Permea- 
bilität u=#1 besitzen. Bei sehr hohen Frequenzen ersetzt man zur Ver- 
ringerung der Verluste den massiven Leiter der Abb. 536 durch ein dünn- 
wandiges Rohr. 
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Übungsaufgaben Jo J 


53.1. Welche Spannung U liegt an den Widerstän- 
den R nebenstehender Abbildungen, wenn eine %%, 
Wechselspannung U, am linken Ende liegt? 
Man diskutiere die Abhängigkeit von der a) 
Frequenz der angelegten Spannung. c 


53.2. Eine Spule Z und ein Widerstand R, die in R 5 

Reihe liegen, sollen durch ‘eine Parallelschal- U = L t 

tung von Spule Z, und Widerstand R, er- d) 

setzt werden. 

&) Wie ist die Abhängigkeit von R, und Z, von der Frequenz w der in 
Wechselspannung? 

b) Wie ist diese Abhängigkeit, wenn R und L eine Spule L, mit Eisenkern 
charakterisieren? 


53.3. Die Hystereseschleife für Dynamostahl soll durch ein Parallelogramm an- 
genähert werden, dessen Eckpunkte (H=H,, M=10u,H,) und (Hy, 
10 u,+,) sind. Welche Wärmemenge wird pro Umlauf erzeugt? 


53.4. Für ein periodisches Magnetfeld H = H, sinwt berechne man /H bis zur zweiten 
Oberwelle bei der Hysteresekurve aus U 53.3. 


53.5. Durch eine Spule, die einen Eisenkern mit der in Ü 53.4 berechneten Hysterese- 
kurve besitzt, fließt ein Strom J = J, sin ot. Welche Spannung wird in der Spule 
induziert? 


54 Teilchenbeschleuniger 


Zusammenfassung: Elektrisch geladene Elementarteilchen erhalten beim Durch- 
laufen einer Spannungsdifferenz U die Energie E=eU. Sie wird in Elektronenvolt (eV) 
gemessen. Die Beschleunigung solcher Teilchen auf hohe Energien erfolgt im VAN-DE- 
GRAAFF-Generator und im Kaskadengenerator dadurch, daß man die erforderliche 
Spannung direkt erzeugt. Der Linearbeschleuniger benötigt eine wesentlich kleinere 
Wechselspannung U, mit der das Teilchen auf einer geradlinig durchlaufenen Bahn 
mehrfach beschleunigt wird. Bei einer Anordnung mit n Elektroden erfolgen n Be- 
schleunigungen, und die erreichte Teilchenenergie ist E=neU.— Durch zusätzliche 
Magnetfelder können die geradlinigen Teilchenbahnen in Kreisbahnen oder Spiralen 
umgebogen werden. Gegenüber dem Linearbeschleuniger werden nur noch zwei 
Elektroden benötigt. Die wichtigsten Beziehungen sind 


P=eRß o=ej3/M. 


Zyklotron und Synchrozyklotron arbeiten mit konstantem Magnetfeld /3 und wach- 
sendem Radius R während der Beschleunigung. Betatron und Synchrotron dagegen 
arbeiten mit konstantem Bahnradius R und einem Magnetfeld, das während der Be- 
schleunigungsphase zunimmt. Das Betatron muß die WıpErozsche Bedingung ® = 8/2 
auf dem Sollkreis erfüllen. Dann werden die Teilchen von der mit wachsendem Magnet- 
feld erzeugten Induktionsspannung gerade so beschleunigt, daß die Bedingung P = eR}3 
mit konstantem Radius erfüllt bleibt. Zu Stabilitätsfragen siehe Ü 54.2. 
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541 Methoden der Teilchenbeschleunigung 


Teilchenbeschleuniger sind Maschinen, die die Aufgabe haben, elektrisch 
geladene Elementarteilchen, wie Elektronen, Protonen und Ionen aller 
Art, auf hohe und höchste Energien zu beschleunigen. Die Ladung dieser 
Teilchen wird mit e bezeichnet. Sie ist im allgemeinen gleich der Elemen- 
tarladung 1,602 . 10-1? As (bei Elektronen ist e = — 1,602 - 10-19 As) oder 
ein niedriges ganzzahliges Vielfaches davon. Durchläuft ein solches Teil- 
chen eine Potentialdifferenz U, so wird es beschleunigt, und um den dabei 
erzielten Energiegewinn #E=eU wird die kinetische Energie des Teilchens 
erhöht. Es hat sich in der Praxis eingebürgert, die durchlaufene Poten- 
tialdifferenz U in Volt als ein Maß für die kinetische Energie des Teilchen 
anzusehen. Es wird mit Elektronenvolt, kurz mit eV, bezeichnet. Im Ver- 
gleich zum üblichen Energiemaß Ws ist aus den angeführten Gründen 


leV = 1,602. 10° C.1V = 1,602: 10°" Ws. (1) 


Außerdem verwendet man die Einheiten 1MeV=10%eV und 1GeV 
= 10° eV. Die hohen Energien von Elementarteilchen werden in der Kern- 
physik zur Auslösung von Elementarprozessen benötigt, bei denen Atom- 
kerne umgewandelt und Elementarteilchen erzeugt wie auch vernichtet 
werden können. 


Zur Erzeugung hoher Teilchenenergien stehen verschiedene Methoden 
zur Verfügung. Je nachdem, ob das Teilchen dabei eine Geradeausbewegung 
oder eine Kreisbewegung vollführt, heißen die Geräte Linearbeschleuniger 
oder Kreisbeschleuniger. Die gewünschten Teilchenenergien von im all- 
gemeinen mindestens 1 MeV lassen sich in den Beschleunigungsmaschinen 
dadurch erreichen, daß man eine entsprechende Potentialdifferenz, also 
eine Spannung U, dieser Größenordnung erzeugt und im übrigen dafür 
sorgt, daß der Teilchenstrom diese Potentialdifferenz durchläuft. Nach 
diesem Prinzip arbeiten der Band- oder VAN-DE-GRAAFF-Generator und 
der Kaskadengenerator. Dies ist aber nicht die einzige Möglichkeit zur 
Erzeugung hoher Teilchenenergien. Man kann auch so vorgehen, daß man 
den Teilchen auf ihrem Wege einzelne, nicht sehr große Spannungsstöße 
erteilt und dafür sorgt, daß sich deren Einflüsse so überlagern, daß dabei 
jedesmal die kinetische Energie des Teilchens entsprechend erhöht wird. 
Nach diesem Prinzip arbeiten der Linearbeschleuniger und auch die meisten 
Kreisbeschleuniger, von denen die wichtigsten das Zyklotron, das Synchro- 
zyklotron, das Betatron und das Synchrotron (auch Phasotron genannt) sind. 


542 VAN-DE-GRAAFF- und Kaskadengenerator 


In Abb. 542.1 ist die Wirkungsweise eines VAN-DE-GRAAFF-Generators 
dargestellt. In eine isolierte Kugel K ragt ein endloses Band B hinein, das 
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über zwei Rollen läuft. Über eine Spitze S, wird Ladung auf das Band 
gesprüht. Diese läuft mit dem Band ins Innere der Kugel, wird dort von 
einer Spitze S, abgesaugt und verteilt sich sofort auf der Kugelober- 
fläche. Das Band läuft ungeladen zurück. Mit zunehmender Ladung auf 
der Kugel steigt die Potentialdifferenz zwischen ihr und der Erde. 


Die von der geladenen Kugel erzeugte Feldstärke besitzt ihr Maximum 
am Kugelrand. Die Maximalspannung eines solchen Generators ist begrenzt 
durch die Durchschlagsfestigkeit der Luft am Rande der Kugel, also dort, 
wo die Feldstärke am größten ist. Neuerdings umgibt man solche Genera- 


6, 


ri 
C; 2U 
u 
C, 2U 
it 
Pe 
Abb. 542.1. VAN-DE-GRAAFF-Generator Abb. 542.2. Kaskaden-Generator 


toren mit Preßgas von 5 bis 10 atü. Dabei erhöht sich die Durchschlags- 
festigkeit und somit die Maximalspannung des Generators auf etwa das 
Vierfache. Solche Generatoren erzeugen Spannungen von etwa 0,5 bis 5MV. 
Die erreichten Stromstärken liegen zwischen 10 und 100 uA. 


Eine andere Möglichkeit zur Erzeugung hoher Spannungen liefert der 
Kaskadengenerator, dessen prinzipielle Wirkungsweise Abb. 542.2 er- 
läutern soll. Zunächst wird durch einen Transformator eine Wechsel- 
spannung (50 s-t) von etwa 0,1 MV erzeugt. Diese Spannung ist durch die 
begrenzte Durchschlagsfestigkeit des Transformators vorgegeben und läßt 
sich nur unter großem materiellem Aufwand erhöhen. Daran schließt sich 
ein System von Gleichrichtern und Kondensatoren an, das dafür sorgt, daß 
die Transformatorenspannung vervielfacht wird. Je nach der Spitzen- 
spannung des Transformators U, und der Zahl n der Kaskaden werden 
so Gesamtspannungen erzeugt, die in der Praxis einige MV erreichen. Die 
Wirkungsweise einer solchen Kaskade macht man sich an Hand von 
Abb. 542.2 klar, indem man nacheinander die verschiedenen Spannungs- 
wechsel des Transformators betrachtet. Wir denken uns den rechten Pol 
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geerdet, dann befindet sich zeitweise am linken Pol das Potential —U,, 
und der Kondensator C, wird über den Gleichrichter @, aufgeladen. 


In der nächsten Halbphase befindet sich am linken Pol das Potential 
+U,. Die Ladung am oberen Pol von C, kann über den Gleichrichter G, 
nicht zurückfließen. Sie fließt dafür über G, auf den Kondensator C,, an 
dem sich nunmehr die Gesamtspannung 2U, befindet. (Genaugenommen 
gilt dies nur, wenn 0,>(, ist, wenn also nur ein sehr kleiner Teil der 
Ladung von C, nach (, hinüberfließt, weil sonst die Spannung bei C', sofort 
absinkt. Allerdings wird auch im Falle C, = C, die volle Spannung 2U, 
bei C', erreicht, jedoch erst nach einigen Perioden, nachdem nämlich ge- 
nügend Ladung vom Transformator nachgeliefert ist.) 


In der dritten Halbphase befindet sich wieder am linken Transformator- 
pol das Potential —U,. Die obere Platte des Kondensators (/, liegt auf dem 
Potential 2U,; denn von hier aus kann über @, keine Ladung zurück- 
fließen zur oberen Platte von (,, die jetzt auf dem Potential 0 liegt. Sie 
fließt vielmehr an das obere Ende von C, und sorgt dafür, daß dieses sich 
ebenfalls auf dem Potential 2U, befindet. In der vierten betrachteten 
Halbphase mit + U, am linken Transformatorpol steigt das Potential der 
oberen Platte von C, wieder auf -—2U,, während am oberen Ende von (, 
und C, das Potential 4U, erreicht wird, da wiederum über den Gleich- 
richter @, keine Ladung zurückfließen kann. Zwischen den Polen rechts 
oben und unten befindet sich nunmehr eine Gesamtspannung von 4U,. 


Ganz allgemein besteht das Prinzip des Kaskadengenerators also darin, 
daß bei unten angelegter Wechselspannung in jeder Halbphase elektrische 
Ladung über die Gleichrichter nach oben auf immer höheres Potential 
transportiert wird und wegen der Gleichrichter nicht wieder zurückfließen 
kann. 


543  Linearbeschleuniger 


Nach einem ganz anderen Prinzip als der VAN-DE-GRAAFF-Generator 
und der Kaskadengenerator arbeitet der Linearbeschleuniger, dessen 
Wirkungsweise in Abb. 543 wiedergegeben ist. Links befindet sich die 
Quelle, in der der Teilchenstrom erzeugt wird. Sie sorgt dafür, daß ein 


Abb. 543. Linearbeschleuniger 
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eng gebündelter Strom geladener Teilchen nach rechts in ein Vakuumrohr 
fließt. Das Rohr enthält einzelne Metallzylinder, die entsprechend Abb. 543 
an eine Wechselspannung 

U(t)=U,coswt (1) 
geschaltet werden. 


Es sei dafür gesorgt, daß die Quelle ihre (positiv geladen gedachten) 
Teilchen nur in einzelnen Impulsen abgibt, und zwar zu Zeitpunkten, in 
denen die Spannung ein Maximum hat und die (mit dem unteren Pol in 
Abb. 543 verbundene) Quelle positiv geladen ist. Dann werden die Teilchen 
zum negativ geladenen Zylinder hin beschleunigt. War ihre Energie anfangs 
nahezu Null, so ist sie jetzt AF=eU. Dabei haben die Teilchen eine Ge- 
schwindigkeit v, erhalten, mit der sie den ersten Zylinder der Länge a, 
durchlaufen. Die Frequenz » bzw. die Schwingungszeit r der angelegten 
Wechselspannung (1) ist so gewählt, daß 

2 

15 = 2) 
gilt. In dem Augenblick, in dem die Teilchen das Ende des ersten Zylinders 
erreicht haben, hat dann die Spannung wieder ihren Maximalwert, ist aber 
umgekehrt gepolt, so daß die Teilchen zum zweiten Zylinder hin beschleunigt 
werden. Die Potentialänderung des Zylinders während des Teilchendurch- 
laufs hat auf die Teilchen keinen Einfluß, weil sie dort überall gleichmäßig 
erfolgt und das elektrische Feld im Zylinderinnern € — 0 bleibt. Ihre Energie 
wird wieder um AE erhöht, und sie erhalten eine Geschwindigkeit v, >v.. 
Soll auch beim Übergang vom zweiten zum dritten Zylinder eine Be- 
schleunigung entstehen, so muß der größeren Geschwindigkeit v, entspre- 
chend auch a, >a, sein. 


Eine Serie von aufeinanderfolgenden Zylindern geeigneter Länge sorgt 
also dafür, daß die von Q ausgesandte Teilchengruppe von Zylinder zu 
Zylinder jedesmal einen Energiezuwachs AE = eU pro Teilchen erfährt. 
Bei hohen Energien ist der Geschwindigkeitszuwachs geringer, da die Licht- 
geschwindigkeit nicht überschritten werden kann. Die letzten Zylinder sind 
dann alle etwa gleich lang. 


Obwohl eine solche Anordnung nur mit einer relativ niedrigen Wechsel- 


spannung U arbeitet, ist es möglich, den geladenen Teilchen je nach der 
Zylinderzahl n eine sehr hohe Energie 


E=neU (3) 
zu erteilen. Rein praktisch ist die auf diese Weise zu erzeugende Energie (3) 


nur dadurch begrenzt, daß es mit wachsender Länge der Anordnung immer 
schwieriger wird, das Hochvakuum aufrechtzuerhalten. 
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544  Kreisbeschleuniger 


Für die Erzeugung sehr hoher Teilchenenergien durch Linearbeschleuniger 
wären sehr lange Wege erforderlich. Aus diesem Grunde geht man bei 
vielen Beschleunigungsmaschinen dazu über, die zu beschleunigenden 
Teilchen unter dem Einfluß eines Magnetfeldes auf Kreisbahnen zu führen, 
die sie viele Male durchlaufen, bis sie ihre Endgeschwindigkeit erreicht 
haben. Die Möglichkeit hierzu liefert die LoRENTzkraft (432.16), derzufolge 
ein mit der Ladung e geladenes Teilchen sich nach der Bewegungsgleichung 


P-e[l&+ix%] ı) 


bewegt. P ist der Impuls des Teilchens. 

Bei den auftretenden hohen Energien müssen relativistische Einflüsse 
berücksichtigt werden. Diesen zufolge hat nach [741] die Bewegungs- 
gleichung nach wie vor die Form (1); lediglich die Masse m des Teilchens 
muß durch die relativistische Masse 


m 
ME er 2 


ersetzt werden. Impuls und Energie des Teilchens sind dann 


= 5 mt 2 mc? 

er, er 
m bedeutet die Ruhemasse des Teilchens und stimmt mit der nichtrelativi- 
stischen Masse überein, denn bei Geschwindigkeiten v<c wird M= m. 
Die Energie wird dann nach (742.6) näherungsweise E = mc?-+ mi?]2, 
besteht also aus einem konstanten Anteil mc? und der nichtrelativistischen 
kinetischen Energie. Zwischen Energie E und Impuls P besteht die Be- 


ziehung = 
E=c \ (mc)? + P”, (4) 


die man aus den Gleichungen (3) durch Elimination von t erhält. 


Zunächst wird die Bewegung (1) ohne elektrisches Feld € lediglich unter 
dem Einfluß eines homogenen, zeitunabhängigen Magnetieldes 


(8) 


Ee=0 B = fonit. (5) 
betrachtet. Die Bewegungsgleichung vereinfacht sich zu 
Pzeix® (6) 
und läßt sich unmittelbar über die Zeit integrieren: 
Pi)=P,+el)x®8. (7) 


Sorgt man durch geeignete Bedingungen, unter denen das Teilchen in 
die Bahn eingeschossen wird, für P,= 0 oder zumindest dafür, daß die 
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Komponente von B, in Richtung von 3 verschwindet, so entsteht aus 
(3) und (7) eine Kreisbewegung mit der Geschwindigkeit 


t=öxt. (8) 


eingeführt. & ist der Vektor, dessen Richtung die Drehachse und dessen 
Betrag die Winkelgeschwindigkeit der Rotation angibt. 


Dabei ist zur Abkürzung 


Daß Gleichung (8) wirklich eine Kreisbewegung beschreibt, kann man 
sich anschaulich klarmachen, siehe Abb. 436. Analytisch folgt das daraus, 
daß die Punkte r(f), die die Gleichung (8) erfüllen, erstens in einer Ebene 
senkrecht zu @ liegen und zweitens auf einer Kugel, denn die Änderung 
des Kugelradius 


Fr=2ir=2ö(xY)=0 (10) 


verschwindet. Der Schnitt von Ebene und Kugel aber ist ein Kreis. 


Da x L 8 ist, gilt für die Beträge von (7) mit P,=0: 


| P=eRB. | (u) 


R ist der Radius der Kreisbahn. Bei gegebenem Impuls ist er um so kleiner, 
je stärker das Magnetfeld /3 ist. Bei gegebenem Magnetfeld wird er um so 
größer, je größer der Teilchenimpuls bzw. die Teilchenenergie ist. Die Beträge 
in (9) erfüllen die Gleichung 


(12) 


Den zweiten Ausdruck dieser Gleichung erhält man unter Berücksichti- 
gung der Geschwindigkeitsabhängigkeit (2) von M und von || |=v= »R. 
Für hohe Energien geht v—-c, so daß immer &<c/R bleibt. Bei starkem 
Magnetfeld 3 —-oo und festgehaltenem E bzw. M wird — oo, aber 
R—V0. 


Durchläuft das zunächst nur im homogenen Magnetfeld betrachtete 
Teilchen auf seiner Kreisbahn elektrische Felder, so wird es beschleunigt 
und sein Impuls P nimmt zu. Dabei vergrößert sich gemäß (11) der Radius 2 
der Kreisbahn. Man kann jedoch auch das Magnetfeld wachsen lassen und 
den Radius konstant halten. Diese beiden Möglichkeiten unterscheiden 
zwei Arten von Beschleunigertypen. Außerdem unterscheiden sich die Be- 
schleuniger noch voneinander durch die Art, in der die elektrischen Felder & 
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längs der Kreisbahn hervorgerufen werden. Beschleuniger mit konstantem 
Magnetfeld sind das Zyklotron und das Synchrozyklotron. Bei diesen 
Maschinen nimmt der Kreisbahnradius R während der Beschleunigung 
des Teilchens laufend zu. Sie erfordern daher sehr ausgedehnte homogene 
Magnetfelder, in denen die Teilchen Spiralbahnen durchlaufen. Andere 
Beschleunigungsmaschinen arbeiten mit konstantem Radius R [546 und 547] 
und vergrößern das Magnetfeld /3, während in der Beschleunigungsphase 
der Teilchenimpuls P zunimmt. Sie können grundsätzlich nur im Stoß- 
betrieb arbeiten, haben dafür aber den Vorteil, daß sie nur in der Um- 
gebung eines einzigen Kreises, des ‚Sollkreises’‘, ein homogenes Magnet- 
feld benötigen. 


545 Zyklotron und Synchrozyklotron 


Die prinzipielle Wirkungsweise eines Zyklotrons ist in Abb. 545 dar- 
gestellt. In der Mitte der Anordnung befindet sich eine Ionenquelle, die 
Teilchen mit der Ladung e und mäßiger Anfangsenergie aussendet. Da sich 
die Anordnung im homogenen Magnetfeld befindet, das in Abb. 545 senk- 
recht zur Zeichenebene steht, beschreiben die emittierten Teilchen einen 
Halbkreis innerhalb der einen Elektrode. Die beiden halbkreisförmigen Elek- 
troden werden als ‚‚Dees‘‘ bezeichnet und mit einer Wechselspannung ge- 
speist, die der Umlauffreq uenz (544.9) entspricht. Nach einem halben Um- 
lauf muß die Phasenlage der Spannung an den 
Dees gerade so sein, daß die vom einen zum 
anderen Bereich überlaufenden Teilchen wie 
beim Linearbeschleuniger in Abb. 543 einen 
Spannungsstoß erhalten, der ihnen einen Ener- 
giezuwachs AE =eU vermittelt. Mit etwas 
größerer Energie laufen die Teilchen im gleichen 
Magnetfeld /3 weiter. Da ihr Impuls zugenom- 

Abb. 545. Zyklotron men hat, ist nach (544.11) auch der Bahnradius 

größer geworden. Nach einem weiteren Halb- 
kreis muß die Wechselspannung an den Platten ihr Vorzeichen um- 
gekehrt haben, so daß wiederum eine Beschleunigung um AE erfolgt und 
sich der Bahnradius R erhöht. Dabei entstehen die Spiralbahnen von 
Abb. 545, die sich aus einzelnen Halbkreisen mit wachsendem R zu- 
sammensetzen. Nach n Umläufen beträgt die vom Teilchen aufgenom- 
mene Energie 

E=2nAE=2neU (1) 


U ist der Maximalwert der Wechselspannung. 


Bei zunehmender Teilchenenergie macht sich die relativistische Massen- 
zunahme störend bemerkbar. Die Kreisfrequenz sinkt entsprechend (544.12) 
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auf den äußeren Kreisbahnen. Dadurch werden die Teilchen in den äußeren 
Bahnen gegenüber dem Rhythmus der von außen angelegten Wechsel- 
spannung verzögert. Sie geraten beim Übergang zwischen den beiden Dees 
nicht mehr in die richtige Phasenlage. Schließlich wird der Fehler so groß, 
daß sie gebremst statt beschleunigt werden. Sein Einfluß macht sich bereits 
wesentlich bemerkbar, wenn das Nachlassen der Umlaufsfrequenz 1% aus- 
macht. Diese Bedingung liefert eine Grenzenergie, die nach (544.3 und 9) 


mc? 


E ax == 100 (2) 


abgeschätzt werden kann und von der Ruhmasse m des beschleunigten Teil- 
chens abhängt. Bei den Protonen mit ihrer Ruhenergie von m,c?= 10?MeV 
beträgt diese Grenzenergie 10 MeV. Bei «-Teilchen, die die vierfache Masse 
des Protons besitzen, beträgt sie 40 MeV. Aus (2) ergibt sich auch, daß 
das Zyklotron zur Beschleunigung von Elektronen ungeeignet ist, weil diese 
wegen mc? — 0,5 MeV nur eine Energie bis zu 50 keV erreichen könnten. 


Es gibt jedoch eine Möglichkeit, die Energieschranke (2) zu überwinden: 
Man verzichtet auf den kontinuierlichen Betrieb. Die Ionenquelle sendet 
eine einzelne Teilchengruppe aus, die allmählich immer mehr beschleunigt 
wird. Der angeschalteten Wechselspannung wird eine Frequenz @ gegeben, 
die mit (544.12) übereinstimmt und im Laufe des Beschleunigungsvorgangs 
allmählich mit wachsendem R sinkt. So wird erreicht, daß die Teilchen- 
gruppen immer wieder in dem Augenblick zwischen den Dees überwechseln, 
in dem sie den vollen Energiegewinn eU erhalten, auch in Bereichen, in 
denen sich die erwähnte Verzögerung bereits entscheidend bemerkbar 
macht. Eine praktische Grenze für das Synchrozyklotron liegt bei etwa 
10%? MeV = 1GeV. Darüber hinaus ist ein zu großer Aufwand nötig, um 
die Magnetfelder über die dabei erforderlichen großen Bereiche, die von 
der Spiralbahn überstrichen werden, hinreichend homogen zu halten. 
Prinzipiell können mit dem Synchrozyklotron auch Elektronen hochbe- 
schleunigt werden. Da jedoch eine starke Änderung der Frequenz mit der 
Energie auftritt, werden sehr hohe Forderungen an die Regelungstechnik 
gestellt. Deshalb zieht man einfachere Methoden (Betatron) vor. 


546  Betatron 


Wie in [544] bereits erwähnt wurde, gehört das Betatron zu den Kreis- 
beschleunigern mit konstantem Sollkreisradius R. Wird ein Teilchen auf 
diesem Kreis beschleunigt, so muß nach (544.11) gleichzeitig mit dem 
Teilchenimpuls P= eR% das Magnetfeld verstärkt werden. Die Beschleuni- 
gung erfolgt durch ein elektrisches Feld, das jedes Teilchen auf seiner 
Kreisbahn durchläuft. Ein Querschnitt durch eine solche Anordnung ist 
schematisch in Abb. 546.1 dargestellt. Das Gerät wird als Betatron be- 
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zeichnet, weil es sich in erster Linie zur Beschleunigung von Elektronen 
eignet, die bekanntlich auch als ß-Teilchen bezeichnet werden. 


Die soeben aufgestellten Forderungen dafür, daß in einem solchen Gerät 
Teilchen beschleunigt werden, lassen sich in kombinierter Weise ver- 
wirklichen. Der Magnet von Abb. 546.1 wird mit Wechselspannung ge- 
speist. Am Sollkreis befindet sich daher ein periodisches Magnetfeld 
B= B,sin ot. In einem Augenblick t=-0 werden die Teilchen eingeschossen 
und beginnen eine Kreisbahn auf ihrem Sollkreis. Während das Magnet- 
feld zunimmt, wird dem Induktionsgesetz entsprechend auf dem Soll- 
kreis ein elektrisches Feld € induziert, das die Teilchen in gleichem 


Abb. 546.1. Betatron. K FEisenkern, Abb. 546.2. Bewegung eines geladenen 
S Spulen, R Beschleunigerrohr Teilchens im zeitabhängigen Magnetfeld. 
In der Abb. ist ®||® und e> 0 


Maße beschleunigt, wie das Magnetfeld ® wächst. Natürlich muß durch 
eine besondere Bedingung dafür gesorgt werden, daß elektrisches Feld C 
und Magnetfeld ® ständig in einer gewissen Relation zueinander stehen. 
damit die infolge & wachsenden Werte von Teilchenenergie E und Teilchen- 
impuls P in jedem Augenblick ein Magnetfeld ® vorfinden, das dem kon- 
stanten Sollkreis R nach (544.11) entspricht. 


Um diese Bedingungen aufzufinden, wird entsprechend Abb. 546.2 ein 
Teilchen mit Ladung e und Masse m im homogenen Magnetfeld betrachtet. 
Es folgt der Bewegungsgleichung (544.1). ® ist voraussetzungsgemäß ört- 
lich konstant (an sich braucht ® nur auf dem Sollkreis konstant zu sein), 
aber zum Unterschied von früher zeitabhängig. Während der Zunahme 
des Magnetfeldes wird nach dem Induktionsgesetz 


ö 08 08 


eine elektrische Feldstärke & längs der Kreisbahn des Teilchens induziert. 
In einem Magnetfeld, das auf der gesamten Symetrieebene homogen ist, 
läßt sich die Lösung von (1) einfach angeben. Es ist nämlich, wie früher 
in (422.19) gezeigt wurde, 

1 08 (2) 


waren 
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Ist das Magnetfeld ® und damit auch ® nicht homogen, wohl aber — 
entsprechend Abb. 546.2 — axialsymmetrisch, so muß € trotzdem die 
gleiche Richtung wie in (2) besitzen. Der Betrag von & wird unter dieser 
Voraussetzung aus der zweiten Gleichung von (1) einfach berechnet. Für 
beide Seiten von (1) gilt auf einem Kreis vom Radius R 

$dr&=€-2rR fa®=rRß, (3) 


und das Induktionsgesetz lautet in diesem Falle 


[8-3:x®] (4) 


für die auf dem Sollkreis induzierte elektrische Feldstärke. ® ist der Mittel- 
wert des Magnetfeldes auf der Kreisscheibe, die vom Sollkreis begrenzt 
wird. Das Ergebnis ist also so ähnlich wie in (2) beim homogenen Magnetfeld. 


Konstruiert man den Magneten der Abb. 546.1 und 2 so, daß die so- 
genannte Winerozsche Bedingung 


1 


auf dem Sollkreis erfüllt wird, so erhält die Bewegungsgleichung (544.1) 
mit (4) die Form 


melixz8+tx8|= Lex W. (6) 


Natürlich läßt sich die Bedingung (5) nicht auf der ganzen Symmetrieebene 
von Abb. 546.2 erfüllen, sie wird immer nur auf einem bestimmten Kreis 
erfüllt sein, der hier beim Betatron mit dem Sollkreis R übereinstimmt. 


Wie von (544.6) ist auch die Lösung von (6) eine Kreisbahn, nur daß 8 


und damit & hier im Gegensatz zu dort zeitabhängig sind. Wird das Teil- 
chen im Moment ®B = 0 mit P=0 eingeschossen, so ist 


it)=Sl)xr mit y=— ZEN. (7) 


Die WıpEroesche Bedingung (5) für das Magnetfeld auf dem Sollkreis 
sorgt also dafür, daß € und ® im richtigen Verhältnis zueinander stehen, 
so daß beim Zunehmen des Magnetfeldes das eingeschossene Teilchen auf 
dem Sollkreis bleibt und sich mit wachsender Geschwindigkeit (7) bewegt. 


Aus (6) und (7) folgen für die Beträge der Vektoren wieder die Gleichun- 
gen (544.11’und 12) trotz der zeitlichen Veränderlichkeit von P, 8 und w: 


Pe 


P()=eRB() or 
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Sobald die Geschwindigkeit v der beschleunigten Teilchen Werte von der 
Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit erhält, nimmt die Umlaufs- 
frequenz nicht mehr wesentlich zu, denn es wird 

> für v—c. (9) 


Die Endenergien und -impulse aber werden nach (8) wieder durch R und 3 
bestimmt. 


Ist /3 das Maximalfeld, so erreicht das beschleunigte Teilchen den Impuls 
P=eRB. (10) 

Dabei gewinnt es die Energie 
E = Y(me?)? + (Po? — mc. (11) 


Mit üblichen Werten von R und ßZ wird .Pc=250 MeV erreicht. Da für 
Protonen mc? == 1000 MeV und für Elektronen mc? = 0,5 MeV ist, wird die 
erreichte Energie 


2 
B,= 5. >1,2MeV E,= Pc=50MeV. (12) 


Dieses Beispiel zeigt folgendes: Das Prinzip das Betatrons sorgt dafür, daß 
alle Arten von Teilchen einen bestimmten Maximalimpuls P erhalten. Je 
schwerer aber die einzelnen Teilchen sind, um so geringer ist die bei gleichem 
Impuls P erreichte kinetische Energie E. Die vorliegende Situation läßt 
sich auch durch eine andere Betrachtung erhellen: Pro Umlauf wird die 
Energie e $ dr& aufgenommen. Da die schweren Protonen nicht so schnell 
in Gang kommen, machen sie viel weniger Umläufe als die Elektronen. 
Daher ist die von ihnen aufgenommene Energie entsprechend kleiner. Das 
Betatron eignet sich also vornehmlich für leichte, geladene Teilchen. 


Mit größeren Betatrons werden Elektronenenergien bis 300 MeV erreicht. 
Bei höheren Energien machen sich die Strahlungsverluste jedoch ent- 
scheidend bemerkbar. Eine rotierende Ladung strahlt elektromagnetische 
Wellen von einer Gesamtleistung 

1 2e a4 R? 
“Are, 38 (1— we R?je®)? 


(13) 


aus, die das Teilchen dabei an Bewegungsenergie verliert. Auf die Ableitung 
dieser Formel wird hier nicht eingegangen. In der Grenze R<c geht sie 
in (635.19) über. 

0; 


Da aus technischen Gründen die Feldstärke 3 = 20000 Gauß nicht 
überschritten werden kann, gibt es einen Punkt, wo die pro Umlauf auf- 
genommene Energie gleich der abgestrahlten ist. Dieser Punkt liegt bei 
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etwa 500 MeV. Auch entstehen Schwierigkeiten, die Teilchen auf ihrem 
Sollkreis zu halten, weil die Abstrahlung quantenhaft ist und plötzliche 
Änderungen der Bahnrichtung bewirkt. Betatrons für hohe Energien 
arbeiten unwirtschaftlich, und man geht schon bei 50 MeV zum Synchro- 
tron [547] über. Erhöht man die Frequenz des Wechselstroms, mit dem 
das Betatron betrieben wird, so ändert sich natürlich nicht die durch (11) 
und (12) bestimmte Maximalenergie, wohl aber die Intensität, denn es 
können in jeder Periode des Wechselstroms neue Teilchen eingeschossen 
werden. 


547 Synehrotron 


Gegenüber dem Betatron kann die Zahl der Kreisumläufe, die die be- 
schleunigten Teilchen bis zur Erreichung ihrer Maximalgeschwindigkeit 
zurückzulegen haben, erheblich verkleinert werden, wenn man, ähnlich 
wie beim Zyklotron, durch Elektroden oder auch besondere Hochfrequenz- 
felder dafür sorgt, daß die Teilchen auf ihrem Sollkreis rasch beschleunigt 
werden. Da der Sollkreis vorgegeben ist, entsteht hier das Problem, das 
Magnetfeld 3 (t) nach (546.10) in gleichem Umfange zu steigern, wie der 
Teilchenimpuls P(t) durch die erfahrene Beschleunigung zunimmt. 


Die geladenen Teilchen durchlaufen die Beschleunigungsstrecke, wenn 
nicht die Maximalspannung, sondern nur etwa 1/5 davon an ihr liegt und 
wenn der Phasenwinkel der (sinusförmig gedachten) Wechselspannung 
zwischen r/2 und x liegt. Dadurch wird Phasen- und Energiestabilisierung 
erreicht. Teilchen, die dem Magnetfeld entsprechend eine zu hohe Energie 
haben, erhalten in den folgenden Umläufen einen Energiezuwachs, der 
unter dem Mittelwert liegt. Im Verlauf der Beschleunigung schwankt so 
die Energie eines Teilchens um den zu /3 (ft) gehörigen Wert. Ebenso schwankt 


Querschnilt durch 
einen Magneten 


Be Beschleunigungsstrecke 


Abb. 547. Synehrotron 
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die Phase, in der die Teilchen die Beschleunigungsspannung durchlaufen, 
um einen Mittelwert. Steigt im Verlauf der Beschleunigung die abgestrahlte 
Leistung, so verschiebt sich automatisch dieser Mittelwert so, daß sich die 
pro Umlauf aufgenommene Energie entsprechend vergrößert. 


Der Hauptvorteil eines solchen Gerätes aber besteht darin, daß man 
nicht mehr auf die WIDEROEsche Bedingung (546.5) angewiesen ist und 
daher mit erheblich kleineren Magnetkonstruktionen auskommt. Das 
Synchrotron benötigt ein Magnetfeld, das nach Abb. 547 konstruiert sein 
darf und nur in der Umgebung des Sollkreises die geforderten Werte auf- 
weist, im Innern aber verschwindet. Beim Betatron dagegen muß auf der 
ganzen Kreisfläche, die der Sollkreis berandet, ein Magnetfeld vorhanden 
sein, das wegen der WIDEROEschen Bedingung (546.5) größenordnungsmäßig 
genauso stark ist wie am Rande. Das Synchrotron benötigt daher zur Er- 
zeugung höchster Energien erheblich weniger Aufwand. Die größten Geräte, 
die zur Zeit in Betrieb und in Bau sind, sind in nachfolgender Tabelle mit 
einigen Daten angegeben. 


Tabelle 547. Einige Daten verschiedener Teilchenbeschleuniger!) 


Linearbeschleuniger 
e Länge Durchmesser | Protonenenergie 
Standort Röhrenzahl & 81 
[m] [m] [MeV] 
Berkeley | 47 | 12,2 | 1 | 31,8 
Betatron 
Sollkreisradius Elektronen- Gewicht Maximale 
Standort energie des Magneten Feldstärke 
[m] [MeV] [to] [Gauß] 
USA 0,80 | 100 “130 | 4000 
Synchronzyklotron 
Polschuh- Protonen- Gewicht Maximale 
Standort durchmesser energie des Magneten Feldstärke 
[m] [MeV] [to] [Gauß] 
Dubna 6,0 680 7000 17000 
Genf 5,0 600 2500 20000 
Berkeley 4,7 350 4300 15000 
Chicago 4,3 450 2200 | 18600 
Columbia 4,2 385 2400 11 700 
Liverpool 4,0 410 7400 18900 


!) Hertz, G.: Lehrbuch der Kernphysik, Bd. I, Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1958. 
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Tabelle 547. Fortsetzung 


Protonensynchrotron 


Kreis- | Protonen. | Gewicht Magne- | meilchen- In- 
Standort bahn- energie des fische zahl betrieb- 
radius Magneten | Energie 0 1860 nahme 
[m] | [MeV] [to] R 


Genf(CERN) | 100 29.103 3300 35 2.10° 1960 

Dubna 28,0 10 - 103 36000 140 1-10° 1957 

Berkeley 15,2 6. 10° 13000 100 2.1010 1954 

Brookhaven 9,0 3.10%. 1640 26 2.1010 1952 
Übungsaufgaben 


54.1. Man nehme an, daß beim Kaskadengenerator Abb. 542,2 0, = (0, =(,=(0,=(C 
ist. In einem Moment, wo die Spannung am Transformator Null ist, sei die Ladung 
an den oberen Platten der Kondensatoren Q, = Q, = Q, =2CU, undQ, = CTU,. 
Wie ist der Spannungsverlauf’an den Kondensatoren während einer Periode? 
Was passiert, wenn ein Verbraucherstrom fließt? 


54.2. Welche Bedingung muß an das Magnetfeld eines Betatrons gestellt werden, 
wenn die Elektronen bei radialen Abwei:hungen vom Sollkreis rücktreibende 
Kräfte erfahren sollen? 


6 Zusammenspiel aller elektromagnetischen 
Erscheinungen 


Die bisher gefundenen Gesetzmäßigkeiten der Elektrodynamik bedürfen 
noch einer Erweiterung: Es entstehen nämlich auch dann magnetische 
Wirbel, wenn kein elektrischer Strom fließt, wenn dafür aber ein elek- 
trisches D-Feld vorhanden ist, das sich zeitlich ändert. ® ist gleich der 
Wirbelverteilung des von diesem Feld erzeugten Magnetfeldes 9. Die 
wechselseitige Verkopplung von elektrischen und magnetischen Feldern 
hat zur Folge, daß die Felder sich im Vakuum, also ohne Vorhandensein 
von Ladungen und Strömen, gegenseitig erzeugen und vernichten und 
damit durch den Raum hindurchtransportieren können. Derartige elektro- 
magnetische Wellen werden in [61] untersucht. 


Mit dieser letzten Ergänzung bilden die elektrodynamischen Gleichungen 
ein vollständiges Schema, das der sogenannten Maxwerıschen Gleichungen, 
in dem alle elektrodynamischen Erscheinungen enthalten sind. In [62] 
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wird das Gleichungsschema als Ganzes betrachtet und ausführlich be- 
sprochen. Dieses Kapitel ist daher von zentraler Bedeutung für das 
ganze Buch. Fragen der Feldberechnung und Wellenerzeugung, bei Mit- 
wirkung des gesamten Gleichungssystems, werden in [63] untersucht. 
Auch hier stellt sich wieder heraus, daß die elektrischen und magnetischen 
Felder sich am einfachsten über ein Potential, hier das Viererpotential, 
berechnen lassen. Die Untersuchungen von [64] schließlich beweisen, daß 
sich bestimmte Erhaltungssätze aus den MaxwEuschen Gleichungen 
direkt ableiten lassen. Neben den zehn von der Mechanik her bekannten 
Erhaltungsgrößen tritt hier noch die elektrische Ladung als elfte Er- 
haltungsgröße auf. 


61  Elektromagnetische Wellen 


Zusammenfassung: Im Gesetz rot9 =j für die Erzeugung von Magnetfeldern 
durch Ströme muß nach MAxwert noch ein Glied ® hinzugefügt werden, wenn für die 
Stromdichte j die Ladungserhaltung gewährleistet sein soll. Dieses Glied hat zur 
Folge, daß elektrische Felder in gleicher Weise von Magnetlinien umschlossen werden, 
wie nach dem Induktionsgesetz magnetische Felder von elektrischen Feldlinien. 
Elektrische und magnetische Felder können sich daher im Vakuum gegenseitig 
erzeugen und als elektromagnetische Wellen ausbreiten. Die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit ist c=1/Veouo. Die genauere Analyse der Wellenausbreitung zeigt die Existenz 
von ebenen Wellen, in denen die Felder € und $ zusammen mit der Ausbreitungs- 
richtung e ein rechtwinkliges Dreibein bilden und mit der Geschwindigkeit c unver- 
ändert durch den Raum transportiert werden. Die mit ihnen transportierte Energie- 
stromdichte ist C=€x 9. Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Sub- 
stanzen erfolgt mit der veränderten Lichtgeschwindigkeit «,=c/Veu. Bei Leitern 
bewirkt das Onumsche Gesetz eine Dämpfung, die den Brechungsindex n komplex 
macht. 


611 Ladungserhaltung und MaAxweuzsche Ergänzung 


Wie in [412] gezeigt werden konnte, erzeugen elektrische Ströme ein 
Magnetfeld, dessen Feldlinien den Strom ringförmig umschließen. Dieses 
Feld genügt der Gleichung 


Pars=J=fafi. a) 


Es wurde bereits in (421.7) gezeigt, daß dieses Gesetz nur für stationäre 
Stromverteilungen gilt, bei denen ö verschwindet, bei denen sich also u. a. 
auch keine Ladungsanhäufungen bilden können. 


Gleichung (1) für die Erzeugung von Magnetfeldern durch Ströme soll 
nunmehr so erweitert werden, daß die neu entstehende Gleichung nicht 
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mehr an diese Bedingung gebunden ist, sondern stets gilt. Zu diesem 
Zweck wird eine Anordnung betrachtet, bei der sich Ladung anhäuft. In 
Abb. 611 ist ein Kondensator dargestellt, der gerade aufgeladen wird, 
auf den also ein Strom J fließt. In diesem Augenblick befindet sich auf der 
linken Platte die positive Ladung @, auf der rechten Platte entsprechend 
die Ladung —@. Im Kondensator selbst besteht ein D®-Feld, dessen Feld- 
linien von der linken zur rechten Kondensatorplatte laufen, denn nach 
(311.6) ist die Flächenladung o gleich der Normalkomponente des elek- 
trischen Feldes D. Umgibt man die linke Kondensatorplatte mit einer ge- 
schlossenen Fläche, wie in Abb. 611 
die Fläche III, so gilt für diese nach 
(335.3) 
I 


Q=fai?. (2) 


Da der Kondensator geladen wird, 
nimmt Q zu, es ist also 


Abb. 611. Magnetfeld beim Laden ur 
ines d tors < 
eines Kondensators Ö= 4 Jhaie Sl; (3) 


Während der Zeit dt fließt von links über den Leitungsdraht die Ladung 
dQ = Jdt zu. Daher gilt 
de (4. 


für den Zusammenhang zwischen Ladungszunahme Q und Strom J. 


Nunmehr wird das von der Anordnung Abb. 611 erzeugte Magnetfeld 
& untersucht. Zunächst wird die Umgebung des linken Zuführungsdrahtes 
in einiger Entfernung vom Kondensator betrachtet. Zweifellos übt der 
weit rechts im Stromkreis befindliche Kondensator keinen Einfluß auf das 
hier entstehende Magnetfeld aus. Es wird also nach wie vor durch die 
Gleichung (1) bestimmt, solange auch die Integrationsfläche — siehe I 
in Abb. 611 — ebenfalls vom Kondensator entfernt liegt. 


Verlangt man jedoch freie Wahl hinsiehtlich der Form der Integrations- 
fläche, so besteht nach Abb. 611 auch folgende Möglichkeit: Es wird eine 
flaschenähnliche Fläche II betrachtet, deren Mündung mit dem Rand 
der Fläche I übereinstimmt und deren Flaschenboden sich zwischen den 
beiden Flächen des Kondensators befindet. Die linke Kondensatorplatte 
befindet sich also innerhalb der Flasche, die rechte außerhalb. Durch diese 
flaschenförmige Fläche aber fließt kein Strom. Im Gegensatz zur Fläche I 
ist-hier [dfj = 0, und demzufolge wäre HarH = 0. Das Gesetz (1) liefert 
bei Anwendung auf die Anordnung von Abb. 611 offenbar keine ein- 
deutigen Ergebnisse. Gleichung (1) ist demnach nur bei Verwendung der 
Integrationsfläche I richtig. 
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Um auch bei der flaschenförmigen Fläche II den gleichen Wert für 
das magnetische Umlaufintegral zu erhalten, müßte die Gültigkeit der 


Gleichung u 
d 
Dars- 4 far® (5) 


verlangt werden. Die Integration über II kann durch die Integration über 
die geschlossene Fläche Ill ersetzt werden, weil das D-Feld nur im Konden- 
sator vorhanden ist und daher auf der Fläche I verschwindet. Dann ist 
wegen (3) und (4) die rechte Seite von (5) gleich J. 


Eine eindeutige und für jede Querschnittsfläche gültige Bereehnungs- 
vorschrift des Umlaufintegrals entsteht aus der Kombination von (1) 


und (5): 
($ars-Sac+D.| (6) 


Wählt man I von Abb. 611.1 als Integrationsfläche, so trägt zur rechten 
Seite von (6) nur j bei und liefert den Wert J. Wählt man Fläche II, so 
trägt j nichts bei, wohl aber ®, und liefert nach (3) und (4) wiederum J 
für die rechte Seite. Das Zusatzglied mit ® in (6) wird als MAxwELtsche 
Ergänzung bezeichnet. 


Die zu (6) gehörige differentielle Form der Feldgleichung ist 


Bildet man die Divergenz dieser Gleichung, so verschwindet, wie in (115.13), 
die linke Seite, und es bleibt unter Verwendung der Feldgleichung (334.5) 
für D i . 

CE DR. 
Kr Tr Taler Ta 7 (8) 


d.h. der Erhaltungssatz der Ladung (355.6) wird erfüllt. Die vorläufige 
Feldgleichung (1) wird daher künftig durch die endgültige Gleichung (6) 
oder (7) ersetzt. Diese Gleichung unterliegt keinerlei Beschränkungen 
mehr hinsichtlich der betrachteten Stromdichte j(t, t). 


Betrachtet man Gleichung (6) zusammen mit dem Induktionsgesetz im 
Vakuum, d.h. auch außerhalb von Ladungen und Strömen, so gelten dort 
die ähnlich geformten Gleichungen 


Pars-% Jaro Pare-— 2 Jar. (9) 


Um die Aussagen dieser Gleichungen zu erläutern, wird ein Kondensator 
mit weit geöffneten Platten betrachtet, an den eine Wechselspannung 
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gelegt ist. Es entstehen Feldlinien ® bzw. €, die zeitlichen Änderungen 
unterworfen sind. Die ®-Linien werden daher nach (9) von magnetischen 
Wirbeln umgeben, und die auf diese Weise erzeugten Felder 9 bzw. ® 
erzeugen ihrerseits elektrische Wirbel. Die letzteren wiederum müssen 
nach (9) von magnetischen Wirbeln umgeben werden und so fort. Die 
beiden Gleichungen (9) besitzen also die Eigenschaft, daß unter geeigneten 
Anfangsbedingungen elektrische und magnetische Felder im Vakuum sich 
laufend gegenseitig erzeugen und vernichten können, ohne daß bei diesen 
Vorgängen unmittelbar Ladungen oder Ströme beteiligt sind. 


Die von MAXweELt, in Gleichung (6) bzw. (7) eingeführte Ergänzung ® 
läßt also den Schluß zu, daß elektrische und magnetische Felder sich frei 
und ohne Mitführung von Ladungen und Strömen im Raum ausbreiten 
können, daß es also elektromagnetische Wellen geben muß. Diese Wellen 
wurden 1855 von MAXwWELL vorhergesagt und 1888 von HERTZ erzeugt 
und beobachtet. Ihre Ausbreitung wird auf der Grundlage der Feld- 
gleichungen (9) in den nachfolgenden Abschnitten beschrieben. Ihre Er- 
zeugung durch veränderliche Ströme und Ladungen wird in [63] unter- 
sucht. 


612 Feldausbreitung im Vakuum 


Unter Berücksichtigung der MAaxweuschen Ergänzung lauten die voll- 
ständigen und endgültigen Feldgleichungen der elektrischen und magne- 
tischen Felder 


In dieser Anordnung stehen links die elektrischen und rechts die magne- 
tischen Feldgleichungen. Durch die Glieder ® und ® werden die elek- 
trischen und magnetischen Erscheinungen wechselseitig miteinander ver- 
koppelt. Die erste Zeile enthält die Felderzeugung durch Ladung o und 
Strom j. Die zweite enthält den zusätzlichen Einfluß elektrischer und 
magnetischer Dipoldichten ® und M, die zusammen mit o und j die Felder 
€ und ® bestimmen. In der letzten Zeile stehen die Grundeigenschaften 
dieser Felder. 


Im Vakuum Seren die Größen o, j, P und M. Die Felder ® und 
9 unterscheiden sich von € und ® nur noch um die Faktoren e, und 1/u, 
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und können daher eliminiert werden. Aus der ersten und letzten Gleichung 
von (1) folgen die Bedingungen 


oe 


OB 
en B= 


0. (2) 


Die zweite und fünfte Gleichung lauten im Vakuum 


ß) s 
dr * ©. (3) 


0) : 
ShE=z-X®B B=— 
Bildet man die Divergenzen der Gleichungen (3). so entstehen die Be- 
ziehungen 


RIG 8/98 98 8/9 
Eolo Zr je (37% 8)=0 dr se lrxe)=0. ve 


Das sind die zeitlichen Ableitungen der Gleichungen (2). Durch wieder- 
holtes Differenzieren von (4) nach der Zeit läßt sich einsehen, daß sämtliche 
Zeitableitungen der beiden Gleichungen (2) allein wegen der Gültigkeit der 
Gleichungen (3) verschwinden. Die Bedingungen (2) brauchen also nur zur 
Zeit t= 0 erfüllt zu werden. Dafür, daß sie im Zeitablauf erfüllt bleiben. 
sorgen die Gleichungen (3). 


Die Gleichungen (3) werden als die Ausbreitungsgleichungen des elek- 
trischen und magnetischen Feldes im Vakuum bezeichnet und sind den 
Gleichungen (611.9) gleichwertig. Die qualitative Diskussion in [611] zeigte. 
daß diese beiden Gleichungen dafür verant- 
wortlich sind, daß elektrische und magne- 
tische Felder sich im ladungsfreien Raum 
fortbewegen können. Nunmehr soll diese 
Frage quantitativ untersucht werden. Zu 
diesem Zweck wird eine einfache Feldvertei- 
lung für E und ® vorgegeben, die den Be- 
dingungen (2) genügt, und anschließend wird 
die durch die Ausbreitungsgleichungen (3) be- 
wirkte Änderung dieser Felder untersucht. 


Abb. 612. Ausbreitung 
elektromagnetischer Wellen 


Für die anfängliche Feldverteilung zur Zeit t= 0 wird der Ansatz 
E=e,€C(8,0)=e,&() B=e,RBl&,0)=e,Rıl&) (5) 
gemacht. Die beiden Funktionen €,(x) und /3,(2) seien entsprechend 
Abb. 612 sinusartig geformt. 
Beim Einsetzen in (2) werden die sogenannten Transversalitätsbedin- 


gungen de _ de) _y OB Hl) _ 
a ay a 


0 (6) 
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bestätigt. Nun ist zu untersuchen, wie sich die Felder ® und € nach .der 
kurzen Zeit öt verändert haben. Für die Änderung 68 entsteht der Aus- 
druck 


08 [%) ö 
0B= 31 öt 2% xE&dt=— X eyCodt 
[) dE, (7%; Mm 
= eyX &a5z HHt=—,,, =, 37 öt. 


Der vorletzte Ausdruck zeigt, daß sich die Richtung von ® nicht ändert, 
denn 68 liegt wie ® in der Richtung e,. Daher kann man den letzten 
Ausdruck statt des zweiten schreiben. Vorher ist ® aus (3) eingesetzt. Die 
entsprechende Änderung ö€ liefert unter Verwendung der ersten Glei- 
chung (3) 


1 0) 1 [) 
ot Ehe OT x Bo dt=— Eolo ar ea. Bodt 


(8) 


1 Bo s,_,„ IE 

Eohio ey dr öt ya dt: 
Diese Gleichungen zeigen, daß sich das ®-Feld an den Orten ändert, wo 
d€ (x)/$x +0 ist und umgekehrt. 


In Abb. 612 sind spezielle Kurven € (x) und /3(x) vorausgesetzt. € (x) — 
genau wie auch /3(x) — besitzt im ersten Teil der Kurve eine positive 
Steigung. Das hat nach (7) in diesem Bereich eine Abnahme 6% < 0 zur 
Folge. Im zweiten Teil der Kurve ist die Steigung negativ. Nach (7) wird 
an diesen Orten 6/3 >0. Die zur Zeit öt entstehende Kurve 3 -+-6ß ist ge- 
strichelt eingezeichnet. Offensichtlich hat sich die ursprüngliche 3 (z)-Kurve 
dabei um ein Stück nach rechts verschoben. Genau die gleiche Änderung 
erfährt das €-Feld, da die Gleichungen (7) und (8) ähnliche Ergebnisse 
zeigen. Die Gleichungen (3) sorgen also dafür, daß sich die elektrischen 
und magnetischen Felder wie in Abb. 612 gegenseitig nach rechts ver- 
schieben. Dies ist der Grund, weshalb die Gleichungen (3) als Ausbreitungs- 
gleichungen bezeichnet werden. 


Vergleicht man in (7) und (8) die neben eöt stehenden Faktoren, so 
folgen die Gleichungen 


08 ___2E de__ 1 08 
0% dr ot Eh 08° 


(9) 


Eliminiert man aus diesen Gleichungen € oder /, so entstehen für /3 und 
€ allein die Gleichungen 


”B _ PB RE @E 
Yu rule, 7 Ele ge "ar? (10) 


die sogenannten Wellengleichungen. 
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613 Analytische Wellenbeschreibung!) 


Bevor die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen genauer untersucht 
wird, soll noch die rein mathematische Beschreibung solcher Wellen einer 
genaueren Analyse unterzogen werden. Um ein einfaches, anschauliches 
Beispiel vor Augen zu haben, werden die an einem straff gespannten 
elastischen Seil beobachteten Wellen betrachtet. Ein solches Seil ist in 
Abb. 613 dargestellt. Es ist in der x-Richtung gespannt. Der jeweilige 
Zustand des Seils wird durch die Angabe aller Ausschläge Y(x) an den 
verschiedenen Orten x dargestellt. Ebenfalls mögliche Ausschläge Z(x) 
senkrecht dazu werden nickt betrachtet. Der Bewegungsablauf wird durch 
den Zeitablauf Y(x, t) der verschiedenen 
Auslenkuugen angegeben. 

Sorgt man durch entsprechendes Anschwin- 
gen am linken Ende dafür, daß auf dem 
Seil eine bestimmte Kurvenform erzeugt wird, 

Abb. 613. Seilwellen so zeigt die Beobachtung, daß diese anfäng- 

liche Kurvenform auf dem Seil unverändert 

mit einer konstanten Geschwindigkeit c nach rechts transportiert wird. 

Besitzt das Seil zur Zeit £ = 0 irgendeine spezielle Kurvenform Y (x, 0) — f(x), 
so ist die Form des Seils nach der Zeit t 


Yea,t)=f&—ct), (1) 


denn in dieser Gleichung wird die Auslenkung f(x,), die zur Zeitt=0 an 
der Stelle x, vorlag, zur Zeit t an der durch — ct = x, definierten Stelle 
gefunden, also an einer Stelle x, die gegen x, um ct nach rechts verschoben 
ist. Da x, beliebig gewählt werden kann, werden in der Zeit ti alle Punkte 
der Kurve gleichmäßig um das Stück ct verschoben, und sie behält ihre 
Form. 

Eine differentielle Beziehung zwischen räumlichen und zeitlichen Nachbar- 
werten entsteht durch Differenzieren von (1) nach x und t und Vergleich: 
oy ° ö oy 

wa- = rrE 2) 


Die Seilwelle muß also der Gleichung 
10 [) 
Sartre n=0 (3) 


genügen. Außerdem können aber auf dem Seil auch Wellen nach links 

laufen. Ihre Beschreibung erhält man aus (1) und (3), indem man c durch 
—c ersetzt: 

106 [) 

5 ot dx 


|re,9=0 Ye,t)=gle+tel. (4) 


}) Ausführliche Untersuchung siehe Band [W] 
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Schließlich gibt es noch Zustände, in denen Wellen vom Typ (1) und solche 
vom Typ (4) gleichzeitig über das Seil laufen. Durch Kombination der 
Gleichungen (3) und (4) entsteht eine Gleichung, die sowohl für nach rechts 
als auch für nach links laufende Wellen gültig ist: 


Katar are ar 0 8 
Da die Gleichung linear ist, können sich Lösungen wie (1) und (4) über- 
lagern, und man erhält als allgemeinste Lösung 
Yla,)=fa—et)+gl&@+ct) (6) 
mit willkürlichen Funktionen f und g. 


Der Vergleich von (5) mit (612.10) zeigt, daß die dort betrachteten 
elektromagnetischen Felder € und ® einer Gleichung genügen, die mit (5) 
übereinstimmt. Dabei ist 1/Ye,u, dann die Ausbreitungsgeschwindigkeit c 
der elektromagnetischen Felder im Vakuum. Die Lösungen von Gleichung 
(612.10) müssen die Form von (6) haben. Die Felder der Abb. 612 werden 
also, wie diese Überlegungen zeigen, ohne Formänderung längs der x-Achse 
mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit 


7) 
en = 


transportiert. In einem Medium mit konstantem e und u gelten Feld- 
gleichungen, sie sich von den Gleichungen (612.2 und 3) nur dadurch unter- 
scheiden, daß e, durch ee, und u, durch u u, Zu ersetzen ist. Das ermöglicht 
auch, die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen in 
Substanzen anzugeben. Sie ist in (7) hinzugefügt und mit c, bezeichnet. 
Es ist stets c,< c. 


In dieser Beschreibung sind, mit spezieller Funktion f, auch periodische 
Wellen 
Y(z,t)=A cos(kt — wit) (8) 


enthalten. Betrachtet man eine solche Welle bei x = 0 im Zeitablauf, so 
müssen zwei benachbarte Maxima der Amplitude zu den Zeiten t£, und t, 
durch die Bedingung 


o(y—h)—2r (9) 
verknüpft sein. Die Zeitdifferenz ist also 
T=-4-,- 2-1. (10) 


» bedeutet die Zahl der pro Sekunde vorüberlaufenden Maxima, also die 
Frequenz, und die sogenannte Kreisfrequenz. 
17 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Betrachtet man die Ortsverteilung der Welle zur Zeit = 0, dann unter- 
liegen örtlich benachbarte Maxima bei x, und x, der Bedingung 


k(—%)= 2x. (11) 
Sie unterscheiden sich um die Wellenlänge 
Iem-n-n. (12) 


Die für 4 charakteristische Größe k = 2r./A wird als Wellenzahl bezeichnet. 
Ein einzelnes Maximum bewegt sich nach der Gleichung 
= —i =cl. (13) 


Zwischen der Ausbreitungsgeschwindigkeit € und den Konstanten & und 
k bzw. v und A bestehen daher die Gleichungen 


o=kc bzw. vA=c. (14) 


Oft vereinfacht sich die Wellenbeschreibung durch die Verwendung kom- 
plexer Funktionen wie in [532] 


Y(x,t) = Aeika- on, (15) 


deren Realteil allein physikalische Bedeutung hat und mit (8) überein- 
stimmt. 

Wellen, die sich, wie zum Beispiel die Schallwellen, nach irgendeiner 
Raumrichtung hin ausbreiten, genügen ebenfalls den Gleichungen (1) 
bis (6) mit Y(x, t) als irgendeiner für die Ausbreitung einer solchen Welle 
charakteristischen Funktion. Allerdings sind dort nur Wellen betrachtet, die 
sich in Richtung der x-Achse ausbreiten und deren sogenannte Phasen- 
flächen Y = konst mit den Flächen x = konst übereinstimmen. Eine erste 
Verallgemeinerung dieser Gleichungen für dreidimensionale Wellen besteht 
in der Betrachtung von Wellen, die sich nicht in der Richtung e,, sondern 
in irgendeiner beliebigen anderen Richtung e ausbreiten. Man erhält eine 
solche Welle, wenn man in (1) zunächst x durch e,t=x ersetzt und 
anschließend e, durch einen anderen Einheitsvektor e. Die Phasenflächen 
er—=konst sind Ebenen mit der Normalenrichtung e. Nach (116.2) ist 
grad o er = e. Die Welle 

Yı,d)=fler—et) (16) 
besitzt als Phasenflächen also parallele Ebenen mit der beliebig gewählten 
Normalenrichtung e. 


Es bleibt zu untersuchen, was für einer Differentialgleiehung die ebene 
Welle (16) genügt. Zu diesem Zweck wird zunächst der Gradient 


0 ö 0 ; e 6 e do 
re )=z fer ct)=f = oet=fe=— mr 
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gebildet. Dabei ist zunächst wieder (116.2) angewandt und dann der 
Vergleich zur Zeitableitung gesucht. Der Differentialoperator O/dr kann 
bei Anwendung auf die ebene Welle (16) also durch —(e/c) (0/01) ersetzt 
werden. Bei zweifacher Anwendung dieses Operators (hier zur größeren 
Übersichtlichkeit ohne die zugehörigen Funktionen (16) geschrieben) gilt 


ö e 9 02 e\2 02 1 
na 3 3 FRE (2) ein 0 3 (W) 
Führt man durch 
(19) 


den sogenannten Viereckoperator ein, so folgt aus (17) und (18), daß die 
ebene Welle (16) offenbar der Differentialgleichung 


genügen muß. In dieser Gleichung taucht im Gegensatz zu (17) der Einheits- 
vektor e nicht mehr auf. Infolgedessen müssen ebene Wellen (16) mit be- 
liebiger Ausbreitungsrichtung e und natürlich nach wie vor beliebiger 
Form f Lösungen der Gleichung (20) sein, die deshalb als Wellengleichung 
bezeichnet wird. 


Die Ausbreitungsgleichungen (612.3) sollen jetzt in Wellengleiehungen 
vom Typ (20) umgeformt werden. Zunächst wird unter Verwendung von 
(7) die erste der Gleichungen (612.3) nach der Zeit abgeleitet und in den 
entstehenden Ausdruck die zweite eingesetzt. So ergibt sich zunächst 


ı 8E 9 08 [9 ö 
ren 


oe +46. (21) 


Bei umgekehrtem Vorgehen entsteht gemäß 
188 01 06 0) ö 
ea aM Hr or x( 


ö 0) 
-— 4,05 +48 


(22) 


® 


eine entsprechende Gleichung für ®. Berücksichtigt man nun noch die 
Bedingungen (612.2), so entstehen mit (19) für € und ® die Wellen- 
gleichungen 


DE=0 08-0. (23) 


Jede der insgesamt 6 Komponenten von & und ® genügt also einer Wellen- 
gleichung (20) mit Lösungen (16), die allerdings, da die Gleichungen (612.2 
und 3) nach wie vor erfüllt werden müssen, nicht voneinander unabhängig 
sind. Die Richtungsbeziehungen zwischen den auftretenden Vektoren werden 
im nächsten Abschnitt genauer untersucht. 


17* 
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614 Ebene Wellen im Vakuum 


Nach den vorbereitenden Überlegungen von [612 und 613] soll nun- 
mehr die Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle im Vakuum unter- 
sucht werden. Nach (612.2 und 3) müssen die Felder € und B den beiden 
Ausbreitungsgleichungen 


$ 0) 1 0 
B==oXE ze=;x8B (1) 


genügen und weiter die sogenannten Transversalitätsbedingungen 


d€ 9% . 
0 ar 2) 
erfüllen. Diese Gleichungen ergeben zusammen, wie in (613.23) gezeigt 


werden konnte, die Wellengleichungen 
DE=0 U8=0, (3) 
für die der Lösungsansatz 
Er, )= Sf,(eer— ct) Br,t)=Bhlar—c) (4) 


gemacht werden kann, mit f,(w,) und f,(u,) als zwei zunächst willkürlichen 
Funktionen mit den Argumenten u, = e,t — ct und u, = et — ct. Orts- 
ableitungen dieser Funktionen können also durch 


Fa) ö 0 
Fee u Zah 


[) 
Hh=- c 


ersetzt werden. 


Beim Einsetzen von (4) in die beiden Gleichungen (1) folgt für diese 
Funktionen 


of, of, 7 =f 


dd 8 =/ (6) 


bei geeigneter Wahl der konstanten Vektoren &, und ®,. f, und f, können 
sich nur um eine additive, hier fortgelassene Konstante, unterscheiden. Die 
Gleichungen (1) gehen in die Beziehungen 
e, 1 e 
= x& =&=-2x% (7) 


für die konstanten Vektoren über. Durch Multiplikation dieser Gleichungen 
mit e, bzw. e, entsteht 

&B=0 &= 0. (8) 
Die in Gleichung (2) enthaltenen Transversalitätsbedingungen dagegen 
liefern für den Ansatz (4) die Gleichungen 


I) = 0. (9) 
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Beide Gleichungspaare aber lassen sich nur unter der Bedingung 
,.=,=e (10) 


befriedigen, da €, und ®, entsprechend (7) senkrecht aufeinander stehen. 
Die Gleichungen (7) gehen damit in 


B=-xX& Z&o=--x% 1) 
über. 


Die Richtungsbeziehungen zwischen den Vektoren e, &E und ® sind in 
Abb. 614 wiedergegeben. Die Felder € und ® stehen also senkrecht auf 
der Ausbreitungsrichtung und senkrecht aufeinander und be- £ 
wegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit c nach NN 
rechts in Richtung e. 


Die durch (4), (6), und (10), (11) beschriebenen Lösungen 
des Gleichungssystems (1) und (2) werden als ebene Wellen %# 
bezeichnet, weil die Flächen konstanter Feldstärke € bzw. ® Abb. 614. 


Ebenen sind. In diesen Lösungen folgt die Ausbreitungs- a 
Seid r 

geschwindigkeit c— 1/Yeyu, aus den elektromagnetischen rn 

Gleichungen. Die Funktion f ist willkürlich wählbar, des- Welle 


gleichen die Richtung des Einheitsvektors e. Weiter kann 

der Vektor &, eine beliebige Länge und beliebigen Azimutwinkel um die 
Achse e aufweisen. Der Vektor ®, folgt dann vollständig aus (11). Diese 
Lösungen der Feldgleichungen (1) und (2) umfassen einen großen Teil der 
überhaupt möglichen Lösungen. Noch allgemeinere Lösungen erhält man, 
da das System der Gleichungen (1) und (2) linear hinsichtlich € und ® ist, 
durch additive Überlagerung von ebenen Wellen der hier besprochenen 
Form. 


Es bleibt noch zu untersuchen, welche elektromagnetische Energie 
zusammen mit der elektromagnetischen Welle transportiert wird. Die 
Energiedichte ist nach (232.16) und (241.6) 


1 
nt mg +. (12) 


Die Anteile magnetischer und elektrischer Energie sind nach (4), (6) und 
(11) in der ebenen Welle wegen 


2 (e x E)? E& 2 __ 
Nm 2u B 2 u9c? 2 € Ne (13) 


gleich groß. Ähnlich wie sich zu einer Ladungsdichte o die zugehörige 
Stromdichte j= ev durch Multiplikation mit der Geschwindigkeit ergibt, 
läßt sich für die elektromagnetische Welle eine Energiestromdichte © 
angeben. Sie ist 

S=nce mit n= 9%, (14) 
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wobei für r) der durch (13) vereinfachte Ausdruck (12) angegeben ist. Diese 
Energiestromdichte läßt sich auch durch die Felder allein darstellen. Zu- 
nächst läßt sich S in 


S=nee=we@®oe=-— Ex (ex) (15) 
0 


umformen. Bei Benutzung der ersten Gleichung von (11) und Einführung 


von 9 folgt somit 
| S=-€Ex9H | (16) 


für den Vektor der Energiestromdichte. Dieser Ausdruck für ©, der auch 
als Poyntin6scher Vektor bezeichnet wird, gilt nicht nur für die hier 
beschriebenen ebenen Wellen, sondern darüber hinaus für jede Art von 
elektromagnetischer Feldverteilung, wie weiter unten noch in [642] be- 
wiesen wird. 


615 Periodische Wellen in Substanzen 
Eine ebene Welle breite sich nicht im Vakuum, sondern in einer Substanz 
aus, in der die Materialgleichungen 
B=umd D= en i=o€ 4) 


mit den Konstanten u, e, o gelten. Die Grundgleichungen sind in (612.1) 
zusammengestellt und lauten: 


9a ö R 

ve xb=-i+® 
ö ; 08 (2) 
,xXE=-8 Fa —=0. 


Während das zusätzliche Auftreten der Konstanten u und e nichts grund- 
sätzlich Neues für die Wellenausbreitung bringt, wie schon in [613] er- 
wähnt wurde, hat die Leitfähigkeit o dagegen zur Folge, daß ein gewisser 
Anteil der elektromagnetischen Energie in JouLEsche Wärme überführt 
wird. Nach (354.4) ist bekanntlich » = j€ die je Sekunde und Volumen- 
einheit vernichtete elektrische Energie. 


Zunächst soll eine Wellengleichung für ® gewonnen werden. Zu diesem 
Zweck wird die Rotation der zweiten Gleichung in (2) gebildet und mit 
44, multipliziert. Dabei entsteht auf der linken Seite 


ö ö 0 08 \ 
X (3%) o AB=—AB. (3) 


Or or 
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Wegen der vierten Gleichung in (2) verschwindet der eine Term. Gleich- 
zeitig wird die rechte Seite jener Gleichung überführt in 


{7} i (2) [) ö 
Mg ar * i+ 31 )= um FF xE+ UloE& dr X ar 


08 0°8 
= — UM TZg  MMoEEo 


Dabei wurden zunächst die Gleichungen (1) benutzt, um j und ® durch & 
zu ersetzen, und anschließend das Induktionsgesetz von (2). Beim Gleich- 
setzen von (3) und (4) entsteht eine Gleichung für das Magnetfeld ® allein: 


0? 0 x 
[ano c00 55 + umo z—4|B=0. (5) 


Ganz entsprechende Gleichungen mit genau demselben Differentialoperator 
wie in (5) entstehen für alle übrigen Felder (und auch für jede Komponente 
einzeln). 
Entsprechend (613.15) wird eine periodische Lösung 
Br, = Bela (6) 


der Wellengleichung (5) gesucht. Beim Ansatz (6) können, wie man sich 
durch Einsetzen überzeugt, die in (5) auftretenden Differentialoperatoren 
durch d d 
io Dr m 


ersetzt werden. » = 2rv ist die Kreisfrequenz, und der Wellenvektor 
f= 2re/A enthält die Ausbreitungsrichtung e und Wellenlänge A. Mit 
dem Ansatz (6) geht die Wellengleichung (5) bei Verwendung von (7) in 
die Gleichung 


—UMERO + uUmJO +F—=0 (8) 


zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl £ über. Im Gegensatz zu (613.14) 
ist dies eine komplexe Gleichung, in der entweder » oder f oder beide 
Größen komplex werden müssen. Im ersten Fall entsteht eine im ganzen 
Raum gleichmäßig mit der Zeit abklingende Welle. Im zweiten Fall ent- 
steht eine periodische Lösung, deren Amplitude längs der Ausbreitungs- 
richtung exponentiell abklingt. Der dritte Fall enthält eine Mischung 
dieser beiden Extreme. Der zweite ist experimentell am leichtesten realisier- 
bar und dıher besonders interessant. Er wird anschließend noch genauer 
untersucht. 


Zunächst sollen die Richtungsbeziehungen zwischen den Feldvektoren 
betrachtet werden. Die vierte Gleichung von (2) führt mit (6) auf die 
Bedingung 

0 0. (9) 
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Auch hier ist (6) also eine transversale Welle, deren durch ®, gegebene 
Polarisationsrichtung senkrecht auf der mit e übereinstimmenden Aus- 
breitungsrichtung f steht. Die zweite und dritte der Gleichungen (2) 
liefern beim Einsetzen von (6) 


tx&=o%B {x B=uml(jo—Ew)E (10) 


für die Richtungsbeziehungen zwischen f, E und ®. Die Richtungen dieser 
Felder stehen also hier in den gleichen Relationen zueinander wie früher 
in (614.11) und Abb. 614. Das Auftreten eines komplexen Faktors in (10) 
bewirkt lediglich, daß ® und € sich um einen Phasenfaktor unterscheiden, 
der, wie eine genauere Analyse zeigen würde, für die Dämpfung innerhalb 
des Materials verantwortlich ist. 


Im Vakuum, also unter den Voraussetzungen 
n=:=1 o=0 Ce 


vereinfacht sich der Zusammenhang (8) zwischen Frequenz und Wellen- 


zahl zu 
o=clf| Hohe —l. (12) 


Es ist üblich, die Beziehung (8) zwischen ® und f in der Form 


“er nut rt ip (13) 


jo 


darzustellen. Die Größe n wird als Brechungsindex bezeichnet, sie ist bei 
Nichtleitern gleich dem Verhältnis c/c, der Geschwindigkeiten im Vakuum c 
und in der Substanz c,. Bei Leitern wird sie allerdings komplex und 
frequenzabhängig. Um aus (13) die komplexe Größe n selbst zu berechnen, 
setzt man zunächst n= &— jn in (13) ein und erhält eine komplexe Glei- 
chung zwischen £, n einerseits und «, ß andererseits, die durch zwei reelle 
Gleichungen ersetzt und nach & und n aufgelöst werden kann. Für Real- 
und Imaginärteil von n liefert diese Berechnung 


“N n— YVe/2°+ 2? +a/2. (14) 


— Im 


Die Größen «x und ß können der letzten Gleichung von (13) entnommen 
werden. Im Falle <a geht (14) über in 


fen Ye + Pla Ye -mne sy (15) 


Die physikalische Bedeutung des komplexen Brechungsindex soll am 
Beispiel einer gedämpften Welle 


B= e, Bu") (vt-zjI) „a/21 (16) 
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untersucht werden. Sie besitzt vergleichsweise zu (6) die Eigenschaften 


w=2rv -— —__ (17) 


4 ist die (reelle) Wellenlänge und ! die Strecke, auf der das Amplituden- 
quadrat von (16) um einen Faktor e abgeklungen ist. Z ist also für die 
Dämpfung charakteristisch. Nach der Definitionsgleichung (13) für » gilt 


_ € ,_ % [2r j 
” a | L 3): 2) 


4, ist die Wellenlänge c/v, die die Welle bei der vorliegenden Frequenz im 
Vakuum haben würde. Aus dem Realteil und Imaginärteil von (18) sind 
die Wellenlänge A und Absorptionslänge / zu entnehmen als 


_ Alkre 
 —-Imn 


en Ao 
i= Nen I 


So, (19) 


In der Lösung (16) bewegen sich Flächen konstanter Phase nach der Be- 
dingung x — vAt = konst. Ihre Phasengeschwindigkeit ist daher 


vr c 
.=Vvi= ne Fan (20) 


Der Realteil von » beschreibt also, wie im dämpfungsfreien Falle, das Ver- 
hältnis c/c,. 


Übungsaufgaben 


61.1. Für einen guten Leiter gilt bei nicht zu hohen Frequenzen 0 > wee,. Wie tief 
dringt eine elektromagnetische Welle in Kupfer ein [a) = 10° Hz; b) Licht]? 


61.2. Lange Radiowellen können sich als Grenzschichtwellen (Bodenwellen) längs der 
Erdoberfläche ausbreiten. Ihre Amplitude hat in der Grenzfläche ihr Maximum 
und nimmt in der Erde, in der Luft und in Ausbreitungsrichtung exponentiell 
ab. Man suche die zugehörige Lösung der Maxweruschen Gleichungen, bei der 
das Magnetfeld nur eine Komponente parallel zur Grenzfläche hat. Die Erd- 
oberfläche wird als eben angesehen. 


62 Zusammenstellung aller Grundgleichungen 


Zusammenfassung: In diesem für das Gesamtverständnis der Elektrodynamik 
wichtigsten Kapitel werden zunächst alle Grundgleichungen der Elektrodynamik 
zusammengestellt und in ihrem logischen Zusammenhang betrachtet, das heißt in 
der Folge von Ursache und Wirkung, in der die Größen sich gegenseitig bedingen. Es 
werden dabei fünf Gruppen von Gleichungen unterschieden und in Abb. 621 durch 
ein Schema dargestellt. Die Felder F werden durch die Quellen @ über die Gleichungen I 
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bestimmt. Sie lösen entsprechend II mechanische Kräfte X aus. Die Kräfte K ihrerseits 
bestimmen über die mechanischen Bewegungsgleichungen III die Bewegung der 
Massenverteilung M. Die Quellen Q@ sind erfahrungsgemäß (IV) mit Massen M ver- 
bunden und werden daher mitbewegt. Im Innern von Substanzen wird die durch 
II, III und IV entstehende Rückwirkung der Felder F auf die Quellen @ pauschal 
durch die Materialgleichungen V beschrieben. Das Schema gestattet, die Hauptauf- 
gaben der Elektrodynamik zu erkennen und sie hinsichtlich der zur Lösung benötigten 
Gleichungen zu unterscheiden. Eine genauere Analyse der Quellen zeigt, daß nicht nur 
Punktladungen, sondern auch Dipole p bzw. die Polarisation ® zur Gesamtladungs- 
dichte ö=o—div® beitragen. Zur Strorädichte tragen neben direkter Ladungs- 
bewegung auch Änderungen der Polarisation ® sowie der Magnetisierung M bei. Die 
Gesamtstromdichte ist j=j + ® + rot M/uo. Die Materialgleichungen V werden unter 
verschiedenen Voraussetzungen zusammenfassend besprochen. Die Feldgleichungen I 
werden im stationären Fall in zwei Gruppen entkoppelt, die die elektrischen und ma- 
gnetischen Erscheinungen voneinander unabhängig beschreiben. Sind keine Ströme 
vorhanden, so stimmen die verbleibenden magnetischen Gleichungen mit den elektri- 
schen formal überein. 


621 Wirkungsschema aller Gleichungen 


Nach Einführung der MAxwELLschen Ergänzung in [611] ist die elek- 
tromagnetische Theorie abgeschlossen. Sie enthält eine Reihe von Glei- 
chungen (die im allgemeinen Vektorgleichungen sind und komplizierte 
Raumbeziehungen beschreiben), die bisher einzeln untersucht wurden. Es 
gibt aber auch Erscheinungen, zu deren Erklärung 
alle diese Gleichungen oder zumindest mehrere von 
ihnen herangezogen werden müssen. Ein Beispiel 
dafür lieferten die bereits in [61] besprochenen 
elektromagnetischen Wellen. Bevor auf diese kom- 
plizierteren Phänomene eingegangen wird, muß — 
und das ist das Ziel des vorliegenden Abschnitts 
und im weiteren Sinne auch von [62] — ein ge- 

wisser Überblick über die Gesamtheit der Gleiehun- 
Abb. 621. Schematische gan und besonders über den logischen Zusammen- 
en se hang ihrer Aussagen hergestellt werd 
Elektrodynamik 5 NEBAS ge Werden: 


Die Gleichungen, die die Elektrodynamik be- 
herrschen, werden aus diesem Grunde in fünf Gruppen aufgeteilt, deren 
Wirkung anschließend im Schema der Abb. 621 untersucht werden muß. 
Die vorkommenden Symbole sind in der folgenden Tabelle erklärt: 


Q Quellen (o, j, BP, M) I Feldgleichungen 

F Felder (&, ©, 9, ®) II LoRentz-Kraft 

K Kräfte (f) III Bewegungsgleichungen 
M Massen (1, v) IV Spezifische Ladung 

V Materialgleichungen 
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Die erste Gruppe bilden die bereits in (612.1) zusammengestellten Feld- 
gleichungen 


ID (7) . s 

ar x%9-1i+3 

D-HC+R B-WHHM . W 
0) B 98 


Diese Gleichungen beschreiben die Felderzeugung bei gegebener Ladung po, 
Stromdichte j, Polarisation ® und Magnetisierung M. Diese vier Größen 
sind in I fett gedruckt und werden künftig im verallgemeinerten Sinne 
als Quellen der Felder symbolisch mit @ bezeichnet. Diese Quellen erzeugen 
die Felder ®, €, 9 und ®, die gemeinsam als Felder F bezeichnet werden. 
Die Aufgabe der Gleichungen I besteht also darin, bei gegebenen Quellen Q 
die Felder F zu beschreiben. Symbolisch ist diese Aufgabe in dem Schema 
der Abb. 621 durch einen mit I bezeichneten Pfeil dargestellt: 


Auf eine Ladungsdichte o und Stromdichte j üben die durch I hervor- 
gerufenen Felder Kräfte aus, die nach (432.14) durch eine Kraftdichte 


t=0E+jix®8 (II) 


dargestellt werden können. Die Kraftdichte f wird symbolisch mit K 
bezeichnet. Nach II bewirken also die in I erzeugten Felder F eine Kraft K. 
Diesem Sachverhalt entspricht der mit II bezeichnete Pfeil in Abb. 621 
von F nach K. 


Die Kraft aber setzt vorhandene Massen M in Bewegung bzw. beeinflußt 
eine schon vorhandene Bewegung von Massen. Ist «(t, i) die Massendichte 
und d (rt, £) deren Geschwindigkeitsverteilung, so wird die von den Kräften 
hervorgerufene Bewegung nach (132.1) durch die Gleichungen 


beschrieben. Dies sind in Komponenten gezählt vier Gleichungen für die 
insgesamt vier Komponenten von u und dv. Die Tatsache, daß die Kraft 
K die Bewegung von Massen M auslöst, kommt im Schema der Abb. 621 
durch den mit III bezeichneten Pfeil zum Ausdruck. 


Nach II existieren diese Kräfte K natürlich nur dann, wenn die Massen 
gleichzeitig elektrisch geladen sind. Wie bereits mehrfach erwähnt wurde, 
gibt es zwar ungeladene Massen, aber keine Ladungen, die nicht auch 
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gleichzeitig mit Massen verbunden sind. Zwischen der Massendichte « und 
der Ladungsdichte o besteht ein Zusammenhang 


le=««. | (IV) 


mit x als der spezifischen Ladung. x(t, t) kann je nach den experimentellen 
Umständen örtlich und zeitlich verschieden sein, darf aber nirgends un- 
endlich werden. Bei geladenen Massenpunkten ist x = Q/M eine Konstante. 
Die Verbindung von Ladung mit Masse wird im Schema durch den mit IV 
bezeichneten Pfeil angedeutet. Damit schließt sich der Kreis der Be- 
trachtung. Die Gleichungen I bis IV stellen ein System von sich gegen- 
seitig vollständig bestimmenden Größen dar. Kennt man die Anfangs- 
verteilung dieser Größen, so ist ihr Zeitablauf in den Gleichungen enthal- 
ten und durch mathematische Auswertung zu gewinnen. 


Neben den erwähnten Gleichungen sind aber noch weitere in (352.3), 
(334.6) und (341.5) besprochen, nämlich die sogenannten Materialglei- 
chungen. In allgemeinster Form lauten sie 


(M 


Die erste dieser Gleichungen sagt aus, daß in vielen Substanzen ein dort 
vorhandenes elektrisches Feld einen Strom bewirkt; die zweite der Glei- 
chungen enthält den Zusammenhang zwischen äußerer Feldstärke und 
erzeugter elektrischer Polarisation, und die dritte beschreibt die von einem 
Magnetfeld $ hervorgerufene Magnetisierung M. Unter vereinfachten 
äußeren Voraussetzungen konnte gezeigt werden, daß diese Gleichungen 
in vielen Fällen die einfache Gestalt 


j=oE€ P= 9% M = Um (V’) 


annehmen. Hier also sind im Gegensatz zu den Gleichungen I die Felder 
& und 9 als Ursachen anzusehen und die von ihnen hervorgerufenen 
bzw. induzierten Ströme, Polarisationen und Magnetisierungen als Wir- 
kungen. 


Die Gleichungen V bzw. V’ bedeuten im Schema der Abb. 621 zwar 
ebenfalls wie I eine Verbindung zwischen Q und F, aber nunmehr in um- 
gekehrter Richtung. Sie ersetzen — unter den eben erwähnten, besonders 
einfachen Voraussetzungen — die Gleichungen II, III und IV. Man kann 
diese Gleichungen als phänomenologische Gleichungen auffassen und die 
in ihnen auftretenden Konstanten o, x, und x, dem Experiment entnehmen. 
Sie sind stark von der jeweiligen Substanz abhängig. Man kann aber diese 
Konstanten auch theoretisch berechnen, indem man entsprechend dem 
Schema von Abb. 621 die Gleichungen II, III und IV benutzt. Dazu aller- 
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dings ist es erforderlich, die innere Mechanik der betreffenden Substanz 
zu kennen, das heißt ihren atomaren Aufbau und die mechanischen Gesetz- 
mäßigkeiten, nach denen sich die atomaren Bestandteile bewegen. Beide 
Wege sind im Rahmen dieser Darstellung, wenn auch zum Teil in sehr 
vereinfachter Form, beschritten worden. Beispiele dafür liefern die ent- 
sprechenden Ausführungen von [3]. 


622 Grundaufgaben der Elektrodynamik 


Im Grunde ist in jeder elektromagnetischen Erscheinung der gesamte 
Komplex der Gleichungen I bis V von [621] wirksam. Es kommt nicht vor, 
daß zum Beispiel eine gegebene anfängliche Quellverteilung & ein Feld F 
erzeugt, ohne daß gleichzeitig über die Gleichungen II bis IV oder über V 
Rückwirkungen auf die ursprünglich vorhandene Quellverteilung & statt- 
finden, durch die @ modifiziert wird. Ein Beispiel für sehr starke Rück- 
wirkungen stellt das sogenannte Plasma dar, ein hochgradig ionisiertes Gas, 
das aus dicht benachbarten und frei beweglichen Ladungsträgern besteht. 
Diese Ladungsträger mit ihren Massen M und Ladungen Q üben über 
die Gleichungen I bis IV sehr starke Wechselwirkungen aufeinander aus, 
so daß es beim Plasma stets notwendig ist, den gesamten Komplex der 
Gleichungen von Abb. 621 zu betrachten. 


Andererseits gibt es Fälle, in denen die Rückwirkung so gering ist, daß 
man berechtigt ist, von gegebenen Quellen Q und den daraus resultierenden 
Feldern allein zu sprechen. In diesem Falle beschreiben die Gleichungen I 
allein die von Q erzeugten Felder F. Ein Beispiel dafür ist die Erzeugung 
und Absorption elektromagnetischer Wellen. In der Antenne des Senders 
wird durch eine entsprechende Quellverteilung @ für die Erzeugung der 
elektromagnetischen Welle gesorgt. Dieser Prozeß wird allein durch I 
beschrieben. Die Ausbreitung der Welle durch den Raum wird ebenfalls 
allein durch I beschrieben und, wenn man den Einfluß der Luft auf die 
Welle mit berücksichtigt, durch die Kombination der Gleichungen I und V. 
Am weit entfernten Ort der Empfangsantenne befinden sich nur noch 
die Felder F der elektromagnetischen Welle und üben Kräfte K auf die 
Ladungen in der Empfangsapparatur aus. Dieser Prozeß wird allein durch 
die Gleichungen II beschrieben, ohne daß die Empfangsantenne dabei eine 
nennenswerte Rückwirkung auf den Sender ausübt. Die Tatsache, daß 
viele elektromagnetische Erscheinungen ganz oder teilweise rückwirkungs- 
frei verlaufen, ermöglicht es, einzelne Hauptaufgaben der Elektrodynamik 
vom Standpunkt des Schemas Abb. 621 zu benennen: 


1. Die Analyse der Quellen @. Zu dieser Aufgabe gehört die Untersuchung, 
unter welchen Voraussetzungen und Bedingungen Quellen auftreten und 
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durch welche Größen sie beschrieben werden. Sie wird anschließend in 
[623] behandelt. 


2. Untersuchung der bei jeder Substanz verschiedenen Materialgleichun- 
gen V. Von der theoretischen Seite her besteht die Aufgabe darin, die Sub- 
stanz als atomares mechanisches System mit elektrischen Eigenschaften 
zu erkennen, und, da eine exakte Behandlung meist nicht möglich ist, 
modellmäßig zu beschreiben. Die Anwendung der Gleichungen II, III 
und IV liefert dann die jeweilige Materialgleichung V. Diese Aufgabe 
wurde vornehmlich irn [3] behandelt. Die wichtigsten Ergebnisse werden 
anschließend in [624] zusammengestellt. 


3. Feldberechnung bei gegebenen Quellen @; wird unter vereinfachten 
Voraussetzungen in [625] behandelt und in allgemeiner Form in [63] voll- 
kommen gelöst. 


4. Untersuehung der durch elektrische Felder F ausgelösten Kraft- 
wirkungen K. In [64] wird sich zeigen, daß der Komplex der elektromagne- 
tisch-mechanischen Wechselwirkungen entscheidend von der Gültigkeit 
gemeinsamer Erhaltungssätze beherrscht wird. Die in rein mechanischen 
abgeschlossenen Systemen invarianten 10 Integrale der Mechanik bleiben 
auch in Systemen Erhaltungsgrößen, in denen mechanische und elektrische 
Erscheinungen gekoppelt auftreten. 


5. Bewegung von Massenverteilungen M durch bekannte Kräfte K zu 
untersuchen, ist eine Aufgabe der Mechanik der Teilchen, Systeme und 
Kontinua [T]. Sie wird hier nicht weiter behandelt. Auch die im Zusammen- 
hang mit IV auftretenden Fragen des Zusammenhangs zwischen Masse M 
und Ladung @ bedürfen keiner weiteren theoretischen Untersuchung. Bei 
isolierten Punktladungen besitzt die spezifische Ladung x = Q/M konstante, 
experimentell bestimmbare Werte. Bei ausgedehnten Ladungsverteilungen 
in Leitern ist x natürlich örtlich wie auch zeitlich veränderlich. 


6. Sofern die von den Quellen Q erzeugten Felder sich nicht im Vakuum, ' 
sondern in Substanzen befinden, muß die durch die Materialgleichung V 
hervorgerufene unmittelbare Rückwirkung der Felder F auf die Quellen @ 
berücksichtigt werden. In diesem Falle muß die kombinierte Wirkung der 
Gleichungen I und V untersucht werden. Auch wenn die Material- 
gleichungen V bekannt sind und eine einfache Form aufweisen, ist das 
Problem der Feldberechnung F aus I und V nicht allgemein exakt lösbar. 
Im einfachsten Fall, wo ein Medium den gesamten Raum gleichmäßig 
erfüllt, unterscheidet sich die Feldberechnung von der im Vakuum nur 
wenig. Befinden sich dagegen mehrere voneinander scharf abgegrenzte, 
homogene Medien im Raum, so sind die Materialkonstanten e, u und o 
stückweise konstant; es treten an den Grenzflächen Randbedingungen, 
wie zum Beispiel in [335], auf, die das Problem der Feldberechnung in 
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ein Randwertproblem überführen, das nur unter einfachen Symmetrie- 
voraussetzungen elementar lösbar ist. 


7. Bei allen Überlegungen ist einstweilen noch nicht untersucht, wie 
sich die Gleichungen I bis V beim Übergang zu bewegten Bezugssystemen 
transformieren. Die genauere Analyse dieser Fragen führt in den Bereich 
der speziellen Relativitätstheorie und wird in [7] behandelt. 


623 Beschreibung der Quellen 


Eine beliebige Ladungsverteilung kann stets durch 


Ü 
e=ett, t) Q9=fdreke, i) a) 


beschrieben werden. Dabei befindet sich in irgendeinem herausgegriffenen 
Volumen Ö die Ladung Q, Ist nur eine einzige Punktladung Q, am Ort 3 
vorhanden, so gilt 


et)=Rdlr— 8). (2) 


Bewegt sich die Punktladung auf einer Raumkurve $ (f), so wird die Ladungs- 
verteilung dadurch zu einer Funktion o(t, t). Bei Anwesenheit mehrerer 
bewegter Ladungen Q, an Orten 3$,;(t) ist die zugehörige Ladungsverteilung 


e(t, £) = Qt — 3). (3) 


Die Summation läuft über alle vorhandenen Punktladungen i=1,2,... 


Ein elektrischer Dipol besteht aus zwei Ladungen Q und —Q, die 
sich im Abstand 4 voneinander befinden (in der Grenze |al=a—0 
Q— © und Qa=konst). Der Vektor a läuft vom Ort der Ladung —Q 
zum Ort der Ladung +9. Als elektrisches Dipolmoment wird 


p=Qa (4) 


bezeichnet. Befindet sich der Dipol (4) am Ort 3, so wird die zugehörige 
Ladungsdichte durch 


0 = Qlölr — (8 + a/2)] — Öle — (3— a/2)]] (5) 


beschrieben. Unter den ö-Funktionen sind ö,-Funktionen zu verstehen. 
Wählt man in diesem Falle speziell die glockenförmige ö,-Funktion von 
(131.14) und betrachtet |a|l<e, so läßt sich (5) nach a entwickeln. Dabei 
entsteht 

() 


= —Qa z-d—8)=—p Zt 8) (©) 
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für die Ladungsdichte des bei 3 befindlichen Dipolmoments p. Dieser 
Sachverhalt läßt sich auch durch die zwei Gleichungen 


ö 
e-—- B=pölt—s) u) 
beschreiben. ® ist dabei die Dipoldichte und bedeutet also in gleicher 
Weise das Dipolmoment je Volumeneinheit wie o die Ladung je Volumen- 
einheit, 


Speziell in (7) beschreibt ® die Dipoldichte eines einzigen Dipols am 
Ort 3 mit dem Dipolmoment p. Bei Anwesenheit mehrerer Dipole mit 
Momenten p; an den Orten 3, wird die zugehörige Dipoldiehte 


B = Pdc— 3). (8) 


Für den Zusammenhang zwischen ® und o gilt nach wie vor (7). Nunmehr 
wird der Mittelwert von (8) über ein bestimmtes Volumen Ar gebildet. 
Dabei entsteht zunächst 


» Ar 
9, [INK 9-7, 29. (9) 


Die Volumenintegration über die ö-Funktionen von (9) liefert den Wert 1 
für alle 3,, die sich in Ar befinden und den Wert 0 für alle 3,, die nicht 
zum Volumen Ar gehören. Es bleibt also in (9) nur die Summe über die 
in Art vorhandenen Dipole übrig. (9) kann durch 


B=-% N- (10) 


ersetzt werden. AN ist die Zahl der in Ar vorhandenen Dipole, X ist 
die Zahl der Dipole pro Volumeneinheit, und $ ist das mittlere Moment 
in At. Bezieht man die Mittelwertbildung auf kleine Bereiche Ar und be- 
trachtet ® an weit voneinander entfernten Orten, so kann B = #(r) orts- 
abhängig sein, da sich sowohl N als auch der Mittelwert $ mit dem Ort 
ändern kann. 


Der Zusammenhang (7) zwischen ® und o wird noch am Beispiel einer 
homogen polarisierten Kugel untersucht. Betrachtet 
man die positiven und negativen Ladungen der Dipole 
für sich, so bildet jede Gruppe eine im Sinne der Mitte- 
lung (10) homogen geladene Kugel. Beide Kugeln sind 
gegeneinander um a verschoben, so daß sich die Ladun- 
$ gen im Kugelinnern kompensieren, nur am Rande ent- 

Abb. 623.1. sprechend Abb. 623.1 nicht. Die in diesem Falle zu ® 
Homogen polari- gehörige Ladungsdichte muß nach (7) im Kugelinnern, 
sierte Kugel also in Bereichen, in denen ® konstant ist, verschwin- 
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den. Lediglich am Rande, wo ® von seinem konstanten Wert auf den 
Wert 0 abfällt, entsteht eine Ladungsdichte, wie auch Abb. 623.1 zeigt. 
Die Ladung von einem — in Abb. 623.1 gestrichelt eingezeichneten — 
Bereich der Oberfläche erhält man durch Volumenintegration von (7): 


Q=[äre-—[ar - Gars. (1) 


Zur Flächenintegration trägt nur der Teil der gestrichelt gezeichneten 
Oberfläche bei, der sich im Kugelinnern befindet, weil nur hier ® # 0 ist. 
Man kann daher die an einem Teil der Randfläche befindliche Ladung 
auch durch ! 


Q=fafB=DF cosp (12) 


beschreiben. Die Flächenintegration über das Gebiet i soll dicht unter der 
Oberfläche, mit nach außen gerichteter Flächennormalen erfolgen. An (12) 
erkennt man sofort, daß, wie anschaulich erwartet wird, sich positive 
Ladung an dem Teil der Kugel befindet, an dem die Richtung von ® aus 
der Kugel herauszeigt, und negative Ladung am entgegenliegenden. 


Würde es magnetische Ladungen geben, so würden deren Punktladungen, 
Ladungsdichten, Dipolmomente und Dipoldichten durch Gleichungen be- 
schrieben, die den elektrischen Gleichungen (1) bis (12) völlig analog 
wären. Beobachtet aber werden lediglich magnetische Dipole m. Befinden 
sich mehrere magnetische Dipole m; an Orten $;, so ist ihre magnetische 
Dipoldichte oder Magnetisierung M entsprechend (8) durch 


(13) 


darzustellen. Bei einer sehr dichten Dipolverteilung mit mittleren Dipol- 


momenten fi entsteht M für die mittlere Dipoldichte. 


Wird die in (1) beschriebene elektrische Ladungsdichte bewegt, so ent- 
steht ein elektrischer Strom, beschrieben durch seine Stromdiehte 


B 
j=ile, d) J=-fafi. (14) 


J ist der durch eine gegebene Fläche F hindurchtretende elektrische Strom, 
also gleich der durch diese Fläche pro Zeiteinheit hindurchtretenden 
Ladung. j hängt in mehrfacher Weise mit der Ladungsverteilung o zu- 
sammen; einmal über das Geschwindigkeitsfeld v (rt, £) in der Form 


i=ov, (15) 
wie in (352.1) gezeigt wurde, bzw., wenn positive und negative Ladungs- 
träger beweglich sind, über 


i= 0,0, + 0-01 (16) 


18 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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und zum anderen über den Ladungserhaltungssatz 

do _ rZ 

ran d+J=0, (17) 


der nach (611.8) aus den Feldgleichungen zwangsläufig folgt. Die zweite 
der Gleichungen (17) gilt für endliche Volumina, wobei @ die im Volumen 
zur Zeit t vorhandene Ladung bedeutet und J den durch den Rand des 
Volumens hinaustretenden Strom. 


Wenn sich ein Dipolmoment p zeitlich ändert, so hat das auch einen Strom 
zur Folge. Angenommen, das Dipolmoment der Anordnung von Abb. 623.1 
nimmt zu, dann wird auf diese Weise die positive Ladung am rechten und 
die negative Ladung am linken Ende der Kugel verstärkt. Das entspricht 
einem Strom von links nach rechts. Nimmt die Dipoldichte innerhalb 
einer Zeit öt um den Wert ö® zu, so folgt hieraus nach (12) 


fatöR = 8Q = Jöt = [afjöt (18) 


für die Ladungszunahme 0öQ und die mit ihr zusammenhängende Strom- 
dichte j. Wegen Ö® = ®öt bewirkt die Polarisationsänderung also eine 
Stromdichte 

p=®8. (19) 


Auch der Polarisationsstrom (19) erfüllt im Zusammenhang mit der zu- 

gehörigen Ladungsdichte (7), die hier mit op bezeichnet werden soll, den 
Erhaltungssatz der Ladung, denn es gilt 

Q > ___ AB , Gr 

ve Tr dr +3 0 2) 


zwischen op und jp. 


Die Beobachtung zeigt, daß magnetische Momente in 
Form gegenpoliger magnetischer Ladungen nicht existie- 
ren, sondern lediglich durch makroskopische oder ato- 
mare Umlaufströme hervorgerufen werden. Ein Flächen- 
Erläuterung des Stück df, das vom Strom J im Rechtsschraubensinn um- 
Zusammenhangs flossen wird, erzeugt, wie in (414.4) gezeigt wurde, das 
zwischen Strom magnetische Moment 

und Magnetisierung En (21) 


Abb. 623.2. Zur 


In Abb. 623.2 wird diese Gleichung auf eine Scheibe der Dicke a und der 
Fläche F angewandt, die das Gesamtdipolmoment m = MFa besitzt. 
Die einzelnen Flächenelemente von (21) ergänzen sich zur Gesamtfläche. 
Die inneren Umlaufströme kompensieren sich untereinander, und es bleibt 
nur noch J als Randstrom um den Mantel der Scheibe übrig. 
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Betrachtet man den durch die schraffierte Fläche von Abb. 623.2 fließen- 
den Strom, dessen zugehörige Stromdichte als Magnetisierungsstrom- 
dichte jy bezeichnet wird, so ne unter Verwendung von (21) 


’ en m h) u ER BR 9) 
Satin J=- 7 = = 1 arm 2 far}, xM. (22) 


Ma kann durch das Wegintegral über den Rand der schraffierten Fläche 
ersetzt werden, da außerhalb der Scheibe M = 0 ist. Die Überführung 
in das Flächenintegral erfolgt nach dem STOkESschen Satz (137.10). Für 
die Magnetisierungsstromdichte entsteht nach (22) der Ausdruck 


ge er I KH. (23) 


Diesem Magnetisierungsstrom jy läßt sich keine Ladungsdichte zuordnen. 


Hier entsteht 
öiuy 10 


or m 4: (% xM)=0 (24) 


als vereinfachte Form der Kontinuitätsgleichung (17). 


Eliminiert man aus den sechs Feldgleichungen (621.1) die Felder ® und 9, 
so bleiben die beiden letzten Gleichungen erhalten. Die ersten vier Glei- 
chungen gehen in 


ö r 1 0 = i 
95, E=6 u 9X B-€ =]; (25) 
über, wobei für 5 und i die Größen 
A ö TR . 
0-0 it + xM (26) 


eingesetzt werden müssen. Läßt man also die im Zusammenhang mit der 
Einführung der Felder ® und $ getroffene etwas willkürliche Unterscheidung 
der Ladungen in makroskopische und atomare Ladungen fallen, so ent- 
stehen die beiden Feldgleichungen (25) für die Felder &E und ®. Die Gesamt- 
ladungsdichte ö besteht aus der ‚„makroskopischen Ladungsdichte‘“ o und 
der durch Polarisation bewirkten Ladungsdichte (7). Der Gesamtstrom j 
enthält neben der bisherigen Stromdichte noch den Polarisationsstrom (19) 
und den Magnetisierungsstrom (23). 


624 Die Materialgleichungen 


Befindet sich eine Substanz unter dem Einfluß elektrischer und magneti- 
scher Felder € und 9, so gelten nach (621.V) die Materialgleichungen 


i=i(E) P= PIE M-MH). (1) 
18* 
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In der Substanz wird je nach den Umständen ein elektrischer Strom j, 
eine elektrische Polarisation ® und eine Magnetisierung M induziert. Die 
Ursachen hierfür liegen darin, daß die Substanzen atomar aufgebaut sind, 
daß die atomaren Bestandteile elektrisch geladen und die zwischen ihnen 
wirkenden Kräfte elektrische Kräfte sind. Diese Bestandteile werden 
durch die äußeren Felder & und 9 beeinflußt und rufen die Wirkungen (1) 
hervor. Außerdem kann j(€) in (1) noch durch ein zusätzlich vorhandenes 
Magnetfeld 9 beeinflußt werden. Dieses als HALLeffekt bekannte Phänomen 
wird hier nicht behandelt. 


Beschränkt man sich auf die Betrachtung nieht zu großer Feldstärken, 
so kann man sich die Gleichungen (1) als Potenzreihe vorstellen, die nach 
dem Glied zweiter Ordnung abgebrochen wird. Da beim Übergang von & 
zu —€ und von $ zu —9 die Größen j, ® und M ihr Vorzeichen wechseln, 
müssen die Glieder nullter und zweiter Ordnung verschwinden. Aus diesem 
Grunde ist für die in (1) auftretenden Größen näherungsweise der Zu- 
sammenhang 


= 0% P=%&E M-Xmt9 2) 
zu erwarten, mit o, %. und %„ als Materialkonstanten. 


Zur tieferen Begründung der Gleichungen (1) bzw. (2) wird das Wirkungs- 
schema von Abb. 621 betrachtet. Danach handelt es sich bei den mit V 
bezeichneten Gleichungen 1 bzw. 2 um Rückwirkungen der Felder F auf 
die Quellen &, hervorgerufen durch die Pfeile II, III und IV des Wirkungs- 
schemas. Eine Begründung oder Ableitung der Gleichungen V hat sich also 
auf jene Gleichungen II bis IV zu stützen. 


Bekanntlich enthalten alle Substanzen Elektronen, deren Masse und 
Ladung zu 


m = 9,108. 10" kg e = — 1,602 - 10”1° As 


” 8) 
x = e/jm = — 1,759 - 10" As/kg 


gemessen wurden. Sie sind entweder innerhalb der ganzen Substanz frei 
beweglich oder können sich nur innerhalb der Atome und Moleküle be- 
wegen. Schematisch und modellmäßig läßt sich die Bewegung eines solchen 
Elektrons durch die Bewegungsgleichung 


[m&+rs+039=- 8 (4) 


beschreiben. 3 = 3 (t) ist die Bahn, auf der sich das — punktförmig gedachte — 
Elektron bewegt. Die Einflüsse seiner Uragebung werden durch eine 
Reibungskraft und eine rücktreibende Kraft mit den Konstanten y und @, 
beschrieben, die beide die Dimension s-! einer Frequenz besitzen. Der 
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Einfluß der äußeren Felder auf das Elektron wird durch die LORENTZ- 
kraft 
K=elE +5x%B] (5) 


beschrieben. Die Gleichungen (3), (4) und (5) entsprechen den Verbindungs- 
pfeilen IV, und III und II des Wirkungsschemas von Abb. 621. Sie sollten 
daher ausreichen, um den Zusammenhang zwischen äußeren Feldern und 
induzierten Größen j, PB und M zu finden. 


Zunächst wird der Fall betrachtet, daß keine äußeren Felder an die 
Substanz gelegt sind, dann ist £ = 0. Das einzeln in (4) betrachtete Elektron 
ist in der Lage, gedämpfte Schwingungen auszuführen und bleibt schließ- 
lich im Koordinatenursprung 3 = 0 ruhend zurück. Seine Ladung wird 
durch die positive Ladung des restlichen Atoms kompensiert, und die 
Substanz erscheint elektrisch neutral. 


Als nächstes wird der Fall betrachtet, daß das Elektron sich frei bewegen 
kann, also keine rücktreibende Kraft vorhanden ist, und w, in (4) verschwin- 
det. Diese Voraussetzung gilt für elektrische Leiter. Beim Einschalten eines 
konstanten elektrischen Feldes & wird das Elektron — wie im einzelnen 
genauer in [353] untersucht wurde — aus seiner Ruhelage heraus zunächst 
beschleunigt. Es gilt $&— €. Die Bewegung von Elektronen im Vakuum, 
wo sich der Elektronenbewegung keinerlei Widerstand entgegensetzt und 
y=0 ist, wird überhaupt durch diesen Zusammenhang 5—& be- 
schrieben, was zur Folge hat, daß 8 &t ist. Im elektrischen Leiter 
dagegen macht sich nach einer gewissen Zeit von der Größenordnung r = 1/y 
das Reibungsglied in (4) bemerkbar. Es überwiegt mit zunehmender 
Geschwindigkeit 8 und bringt das Beschleunigungsglied $ zum Verschwinden. 
So entsteht ein stationärer Zustand, bei dem $— € wird. In diesem Zu- 
stand gilt 2 

j=o€& = 


(6) 


Die Gleichungen (3), (4), (5), also IV, III und II von Abb. 621, sind 
somit wirklich in der Lage, das Onumsche Gesetz zu begründen und o bei 
hinreichender Kenntnis vom Aufbau der Materie zu berechnen. Ent- 
sprechend der logischen Verbindung von Abb. 621, nach der (6) berechnet 
wurde, enthält die Konstante o wegen IV das Verhältnis e/m, wegen III 
die für die Bewegung charakteristische Konstante 7 = 1/y zusammen mit n, 
der mittleren Elektronenzahl pro Volumeneinheit, die auch als Charakte- 
ristikum des mechanischen Systems aufzufassen ist. Daß noch ein weiterer 
Faktor e in o auftritt, liegt an II, nämlich daran, daß die Ladung e in der 
LoRENTzkraft II auftaucht. 


Ist das betrachtete Elektron an den Ort eines Atoms gebunden, was in (4) 
durch &, #0 zum Ausdruck kommt, so bewegt es sich infolge (4) beim 
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Einschalten des Feldes € zunächst auch in der Feldrichtung €. Mit wachsen- 
der Entfernung vom Koordinatenursprung $= 0 macht sich die rück- 
treibende Kraft —mwgr bemerkbar. Es findet zunächst eine Schwingungs- 
bewegung statt, die wegen vorhandener Reibung y # 0 schnell in einen 
Zustand mit $ = 0 und $ = 0 abklingt. Dieser neue Gleichgewichtszustand 
im elektrischen Feld, der sich nach einiger Zeit einstellt, unterliegt nach (4) 
der Bedingung = mwss. Das Elektron befindet sich außerhalb seiner 
Ruhelage und besitzt zusammen mit dem positiven Restatom das Dipol- 
moment es. Das Feld & erzeugt an jedem Atom ein derartiges Dipolmoment, 
und mit \ für die Zahl der Atome je Volumeneinheit entsteht die elek- 
trische Dipoldichte 


2N 
R=Np= a E=x&8. (7) 


Auch die zweite der Materialgleichungen läßt sich also atomistisch durch 
die Gleichungen II bis IV des Wirkungsschemas begründen. Typisch für 
die durch (7) definierte Konstante x, ist wieder das Auftreten von e/m wegen 
IV, von einem zusätzlichen e wegen II und das Auftreten von N/w als 
Eigenschaften des mechanischen Systems III. (Für große y, siehe [337] 
und bezüglich Parelektrizität [333].) 


Wird an Stelle des konstanten elektrischen Feldes ein periodisches Feld € 
eingeschaltet, bei dem E — coswt ist, so entsteht in (4) die in [358] 
untersuchte Situation. Nach einer gewissen Anlaufzeit bewegt sich r(f) 
im Rhythmus von E(t) und gibt, je nachdem, ob w& = 0 oder wi # 0 ist, 
Anlaß zu einem Strom j oder einer Polarisation ®. Es entstehen wieder 
Zusammenhänge zwischen j, ® und € wie in (6) und (7), wenn man eine kom- 
plexe Beschreibung der periodischen Bewegung 3 = 8,e/(®!- aufsucht. Die 
Konstanten o und x, allerdings werden komplex und frequenzabhängig. Die 
neben den Amplituden auftretenden Phasen der komplexen Zahlen o und y, 
bzw. %,, beschreiben den Verzögerungswinkel p in cos(wt —), mit dem 
die Elektronenbewegung r(f) der Feldänderung €(t) nachläuft. Diese Ver- 
zögerung wird in erster Linie durch die Trägheit der Elektronen bedingt. 
Weiter trägt die Reibung y dazu bei, daß das Mitschwingen der Elektronen 
zu Energieverlusten führt. Die in periodischen Feldern auftretenden 
Konstanten o und x, sind nach [358] 

e’n/m Ne? 1 
Y+Jo(1— (wo/w)?) ke om @&—o+jyo 


(8) 


und gehen im Falle » — 0 wieder in (6) und (7) über. 


Schließlich wird der Einfluß eines auf die Substanz wirkenden äußeren 
Magnetfeldes ® untersucht. Dabei ist, was in der modellmäßigen Beschrei- 
bung (4) nicht zum Ausdruck kommt, zu berücksichtigen, daß es in den 
Atomen bestimmte Elektronenbahnen gibt, die vom Elektron strahlungs- 
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frei (im Gegensatz zu der in [635] beschriebenen elektromagnetischen 
Strahlung) und daher verlustfrei mit y = U verlaufen. Diese Bahnen be- 
sitzen, wie in [416] näher ausgeführt wurde, je nach ihrem Drehimpuls % 
die magnetischen Momente m, = ugeX/2m und erzeugen die paramagne- 
tische Dipoldichte 

Nm} 


M = XAmtod Xm = 3WkT (9) 


von (342.5). Weiter wurde in [436] gezeigt, daß die eingeschalteten Magnet- 
felder der ursprünglichen Bewegung der Elektronen eine zusätzliche Dreh- 
bewegung mit der Frequenz &, = —eB/2m überlagern. Zu den soeben 
erwähnten magnetischen Momenten wird ein Zusatzmoment geliefert, das 
sich dann bemerkbar macht, wenn sich zufällig, wie das bei manchen 
Substanzen der Fall ist, der Drehimpuls der verschiedenen Elektronen 
zu 2 = 0 zusammensetzt. Dieses zusätzliche magnetische Moment liefert 
den Diamagnetismus von (436.19) mit einer Suszeptibilität y„< 0. 


In Kristallen macht sich die Kristallstruktur vielfach derart bemerkbar, 
daß die in (4) beschriebenen Elektronen in den Richtungen der verschiedenen 
Kristallachsen verschieden stark gebunden sind und also hier durch ver- 
schiedene Bindungsfrequenzen &,, @, und wp beschrieben werden. Ent- 
sprechend ist y in den einzelnen Kristallachsen durch y, y’ und y’’ zu er- 
setzen. Diese Situation hat zur Folge, daß j bzw. ® und E nicht mehr die 
gleiche Richtung aufweisen. Da der Zusammenhang zwischen diesen Größen 
aus den bei (2) aufgeführten Gründen nach wie vor als linear angesehen 
werden kann, müssen diese Gleichungen durch die allgemeineren 
Gleichungen 


| n= Done Pr=s HC Mm ZH | (0 


für die Komponenten ersetzt werden. Die in dieser Gleichung auftauchenden 
Koeffizienten besitzen, wie die Beobachtungen zeigen, im allgemeinen die 
Symmetrieeigenschaften 


| Gr Ii Er = Eri Mir = Uri: (11) 


Bei Kristallen gelten also die Materialgleichungen (2) nur noch symbolisch, 
wenn man diese Gleichungen als abgekürzte Schreibweise für die Glei- 
chungen (10) auffaßt. o, x, und %„ sind dann also nicht mehr Zahlen 
sondern Tensoren, und zwar unter Berücksichtigung von (11) symmetrische 
Tensoren. 


Diese mehr modellmäßigen und beispielhaften Ausführungen sollen zeigen, 
daß die Materialgleichungen V des Wirkungsschemas von Abb. 621 tat- 
sächlich durch den Einfluß der Gleichungen II, III und IV des gleichen 
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Schemas bewirkt werden. Sie sollen weiter zeigen, auf welche Weise diese 
Wirkungen prinzipiell zustande kommen. Dagegen ist es nicht möglich, 
hier eine systematische und möglichst quantitative Berechnung der Material- 
konstanten für die verschiedensten Substanzen zu geben. Dazu bedürfte 
der in (4) enthaltene Mechanismus der Elektronenbewegung noch einiger 
Korrekturen, die erst die Quantentheorie liefert. Weiter liegen bei fast 
jeder einzelnen Substanz besondere Verhältnisse vor, die es zu berück- 
sichtigen gilt. Die Aufgabe der systematischen Berechnung von 0, x, und Xm 
für eine größere Anzahl von Substanzen würde einen ganzen Band für sich 
beanspruchen. Es ging daher bei diesen Ausführungen mehr um die Klärung 
der prinzipiellen Zusammenhänge. Im übrigen werden je nach vorliegender 
Situation die Materialgleichungen (1) oder (2) mit Konstanten benutzt, 
die dem Experiment oder den Tabellen entnommen werden (siehe zum 
Beispiel LANDOLT-BÖRNSTEIN Band 2, Teil 6). 


625 Feldberechnung unter vereinfachenden Voraussetzungen 


Der Komplex der Feldgleichungen (621.1) umfaßt die Bedingungen, 
die bei gegebenen Quellen o, j, B und M die zugehörigen Felder E, D, B 
und 5 zu berechnen gestatten. Diese allgemeine Aufgabe wird in [63] 
behandelt. Zuvor jedoch soll gezeigt werden, daß sich dieses Gleichungs- 
system unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen für die Quellen 
noch erheblich vereinfacht. Zunächst wird vorausgesetzt, daß die Quellen 
„stationär“ sind, daß nämlich die vorgegebenen Ladungen und Ströme 
durch Ausdrücke o(r), j(t)... beschrieben werden, die nicht von der Zeit 
abhängen. Dies hat zur Folge, daß auch für die Felder zeitunabhängige 
Lösungen gefunden werden können. In diesem stationären Falle gelten 
also die vereinfachenden Voraussetzungen 


8 _ in 08 08 
Tan ET nm u © 


Es können alle Zeitableitungen im Gleichungssystem (621.I) gestrichen 
werden. Besieht man sich die vereinfachten Gleichungen, so stellt sich 
heraus, daß die drei in (621.I) auf der linken Seite stehenden Gleichungen 
nur noch elektrische Größen und die drei auf der rechten Seite von (621.1) 
stehenden Gleichungen nur noch magnetische Größen enthalten. Im statio- 
nären Falle also werden die Gleichungen entkoppelt. Unter den Voraus- 
setzungen (1) treten elektrische und magnetische Erscheinungen unabhängig 
voneinander und getrennt auf. 


Betrachtet man den Komplex der drei verbleibenden elektrischen 
Gleichungen 

02 

or 


=9 D=-5&+% H-XC=0, 9 
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so erlaubt die unter der vereinfachenden Voraussetzung (1) entstandene 
letzte Gleichung von (2), die elektrische Feldstärke € durch ein Potential U 
zu beschreiben. Eliminiert man außerdem € aus (2), so bleibt nur noch 
eine Feldgleichung 


-aAU=0=0- e--% 8) 


für U übrig, aus deren Lösung & durch Gradientenbildung berechnet 
werden kann. Ist ö eine vorgegebene Funktion, so läßt sich nach (221.8) 
die Lösung direkt angeben: 


FR dr’ ölr’) 
U) (er (4) 
Beschreibt 5 eine oder mehrere Punktladungen (623.3), so geht (4) unmittel- 
bar in Q 
u hi 
DI 2 au (5) 


über. Wird ö durch eine Polarisation gemäß (623.7) hervorgerufen, so ent- 
steht aus (4) 


= dr’ o%P(r) ö dr’ Pr) 
U 4rs|t— vl VO) Arslı—v] (6) 


Im Falle eines einzelnen elektrischen Dipols am Koordinatenursprung, 
dessen Dipoldichte ®(r’) = pö(r’) ist, wird das Potential 


De I m 7) 


Are, Or r Aregr® 


in Übereinstimmung mit der früheren Formel (223.4). 


Ist die elektrische Polarisation ® nicht, wie in (4) bis (7) vorausgesetzt, 
eine gegebene Funktion, sondern wird nach einer der Materialgleichungen 
(621.V) durch € selbst induziert, so gelten die Gleichungen (4) und (6) nach 
wie vor, aber sie stellen keine Lösung dar, weil B— € ist. In (4) und (6) 
ist die Differentialgleichung (3) dann lediglich in eine Integralgleichung 
transformiert, die die Lösung des Problems nicht vereinfacht. Man muß 
daher ® der Materialgleichung entsprechend durch — yes, grad U ersetzen 
und die daraus entstehende veränderte Potentialgleichung für U allein 
betrachten. Je nach den äußeren Bedingungen, je nachdem nämlich, ob x 
im ganzen Raum konstant oder nur gebietsweise konstant oder schließ- 
lich als x(r) willkürlich vorgegeben ist, ist es einfach oder schwer, die 
veränderte Potentialgleichung (3) zu lösen. 


Die drei magnetischen Gleichungen (621.I) erhalten im stationären Falle 
die Form 


{0} : 98 
x9=i B=-WHHM 0. (8) 
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Die letzte dieser Gleichungen ermöglicht, ® durch ein Vektorpotential A 
darzustellen: 


Nach Elimination von.S aus (8) bleibt nur noch die eine Gleichung 


AA = Shit ZN (10) 


zur Bestimmung des Vektorpotentials A übrig, aus dem sich mit (9) die 
Feldstärke ® berechnen läßt. Da diese Gleichung vom gleichen Typ wie (3) 
ist, läßt sich analog zu (4) sofort eine Lösung angeben, nämlich 
AU) ee (ı) 
Die weitere Berechnung von WA und ® unter den verschiedensten Voraus- 
setzungen für i soll hier nicht wiederholt werden. Sie ist in [422 und 423] 
bereits zusammenfassend dargestellt. Je nachdem, ob W, wie zum Beispiel 
beim Stabmagneten, vorgegeben ist, oder wie bei paramagnetischen Sub- 
stanzen durch das Feld € bzw. 5 selbst induziert wird, stellt (11) wirk- 
lich eine Lösung oder nur eine Integralgleichung dar. Für die Modifikation 
bei induzierter Magnetisierung M = x, rot Yu gelten entsprechende 
Überlegungen wie vorher bei der elektrischen Polarisation ®. 


Eine weitere Vereinfachung erfahren die magnetischen Feldgleichungen 
(621.1) im statischen Falle, wenn also nur unbewegte Ladungen vorhanden 
sind. In diesem Falle ist über den stationären Fall hinaus j nicht nur zeit- 
unabhängig, sondern überhaupt nieht vorhanden. Es fließt also kein Strom. 
In den Gleichungen (8) kann daher außerdem noch j = 0 gesetzt werden. 
Betrachtet man diese nochmals vereinfachten Gleichungen (8) in um- 
gekehrter Reihenfolge 


88 2 0) r 
a BemHHM Ra MA 


so zeigt der Vergleich mit (2), daß zwischen den von (12) beschriebenen 
magnetostatischen Erscheinungen und den elektrostatischen Erscheinungen 
(2) eine vollkommene Analogie besteht. Die Einführung des Vektorpoten- 
tials (9) zur Berechnung von ® ist zwar nach wie vor möglich, aber nicht 
unbedingt nötig. Man kann vielmehr die Gleichungen (12) analog zu den 
Gleichungen (2) auswerten, indem man in (12) nicht wie vorher das Feld 9, 
sondern das Feld ® eliminiert und das wirbelfreie Feld $ durch ein zu U 
analoges magnetisches Potential V beschreibt. Damit gehen die Glei- 
chungen (12) über in 
OM oV 


MAV=n=——; 9=-7: (13) 
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Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen (3), abgesehen 
von der verschiedenen Bezeichnung, nur dadurch, daß in der magnetischen 
Gesamtladungsdichte ö,„ nur durch Magnetisierung M hervorgerufene An- 
teile enthalten sind, aber keine zu o von (3) analogen magnetischen Einzel- 
ladungen. Für die Auswertung von (13) gilt das gleiche wie für die Aus- 
wertung von (3). 


Übungsaufgaben 


62.1. Welche spezielle Form hat die Ladungsdichte o (tr), wenn die Ladung verteilt ist: 
a) auf ee Fläche, gegeben durch «) z=z(2,y); ß) gt) =0; y) r=r(w, v); 
6) er=d; ee \ =Aa+ub-+c; b) auf einer Raumikurve, gegeben durch 
%) gie) = =; P)z=el), y-y@);y) er? 
62.2. Man berechne “ und ® bei gegebener Dipolverteilung ® (tr). 


62.3. Welche Vereinfachungen treten bei der Berechnung der Felder auf, wenn o und j 
nur von « und % allein abhängen? 


63  Feldbereehnung und Wellenerzeugung 


Zusammenfassung: Nach dem Wirkungsschema von Abb. 621 bestimmen die 
Quellen Q@ die elektromagnetischen Felder F durch die Feldgleichungen 1. 
Zunächst werden die allgemeinen Eigenschaften dieser Feldgleichungen untersucht. 
Es ist möglich, zwei der insgesamt vier Feldgrößen €, ®, B und $ sofort zu eliminieren 
und die anderen beiden durch einen einzigen Wellenvektor ll darzustellen, der außer 
einer Anfangsbedingung (632.4) die für viele Zwecke wichtige transversale Wellen- 
gleichung (632.5) erfüllt. Bei Anwesenheit linear polarisierbarer Substanzen empfiehlt 
sich eine Aufteilung der Quellgrößen o, j, P und WM in selbständig vorgegebene und in 
induzierte Anteile, die die Materialgleichungen V’ befolgen. Der Wellenvektor U 
erfüllt dann die transversale Wellengleichung 


0 ee 9 oe 69 ö Be] en, 
ad ta FIT Te Liu Fe )= ol, 


die im allgemeinen — je nach den Voraussetzungen über &, u und o — komplizierter 
als im Vakuum ist. Im Vakuum selbst empfiehlt sich eine Darstellung der elektrischen 
und magnetischen Felder durch das aus U und X gebildete Viererpotential. Seine vier 
Komponenten genügen den inhomogenen Wellengleichungen 


OD U=6 DA= po), 


die der obigen Gleichung gegenüber den Vorteil haben, entkoppelt zu sein. Ihre Lösun- 
gen lassen sich in geschlossener Form als die retardierten Potentiale (634.14) angeben. 
In großem Abstand und bei nicht zu schnell bewegter Ladungsverteilung (Geschwindig- 
keit <.c) vereinfachen sich die retardierten Potentiale so, daß auch die Felder € und 
9 sich einfach und übersichtlich angeben lassen. Die zugehörige Energiestromdichte 
wird durch S=€x$ beschrieben. Eine auf der Kurve 3(t) bewegte Ladung e 
strahlt die Leistung N = (l/4re,) (2 e2/3 c?) 5? aus. 


270 6 Zusammenspiel aller elektromagnetischen Erscheinungen [631] 


631 Eigenschaften der Feldgleichungen 


Die Feldgleiehungen (621.1), die bei gegebenen Quellen @ die Felder 
F bestimmen, sollen hier noch einmal zusammenfassend betrachtet werden. 
In differentieller Form lauten sie 


0» ö r 

me 5xXd=i+® 

D=-ocE+%R B=-MHrM ı) 
0) 08 

Fe BE 


Die erste und letzte dieser Gleichungen werden über ein willkürliches 
Volumen Ö integriert und mit Hilfe des GAusSschen Satzes (135.8) um- 
geformt. Die zweite und die vorletzte Gleichung in (1) werden über eine 
willkürlich geformte Fläche integriert, und es wird der. STOKESsche Satz 
(137.10) angewendet. Dann entstehen aus (1) die vier Gleichungen 


a2-0 Dars- Fi ı4l[ae| m 
Pars-— 4 [aj® en 


In diesen Gleichungen bedeuten @ und J 
-[dro J=/[dfi (3) 


die Ladung im betrachteten Volumen Ö und den Strom J durch die 
Integrationsfläche. Die in der zweiten Zeile von (1) stehenden Material- 
gleichungen bleiben natürlich unverändert. 


In dieser integraler: Form lassen die vier Gleichungen (2) die in ihnen 
enthaltenen Aussagen erkennen. Sie sind in den vier Abbildungen 631 
symbolisch dargestellt. a) beschreibt die Tatsache, daß die Ladungen 
Quellen des D®-Feldes sind, also daß an Orten, an denen sich Ladungen 
Q=0 befinden, die Feldlinien des D-Feldes beginnen bzw. enden. d) deutet 
an, daß das B-Feld keine Quellen besitzt; seine Feldlinien müssen daher 
in sich geschlossene Kurven darstellen, die nur durch vorhandene Wirbel 
erzeugt werden können. c) stellt das Induktionsgesetz dar, demzufolge 
Änderungen des Magnetfeldes, zum Beispiel hervorgerufen durch Ver- 
schiebung eines Magneten, Wirbel des elektrischen Feldes sind. b) schließ- 
lich beschreibt die Erzeugung von Wirbeln des magnetischen 9-Feldes 
durch Ströme .J oder (bei Ladungsansammlungen) durch Änderungen des 
D-Feldes. Hinsichtlich der Bedeutung der Gleichungen (2) gilt also die 
Tabelle: 
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Elektrische Felderzeugung Magnetische Felderzeugung 
durch Ladungen durch Ströme 5 
| htexistenz magnetischer 
minute S Ta | 


Man merkt sich die Feldgleichungen zweckmäßig in der Form (1), (2) und 
(4) mit den zugehörigen Abbildungen, weil sie sich so. am anschaulichsten 
einprägen. 

Aus den Feldgleichungen läßt sich der Ladungserhaltungssatz folgern 
(das ist nicht weiter verwunderlich, denn so wurden die Feldgleichungen 


l 
} 


c) 
d) 


Abb. 631. Anschauliche Deutung der Feldgleichungen 


ja eingerichtet; siehe [611]). Um ihn zu finden, betrachtet man die ersten 
beiden Gleichungen von (1), in denen og und j auftauchen. Die erste Glei- 
chung wird nach der Zeit differenziert, von der zweiten Gleichung die 
Divergenz gebildet. Es entstehen zunächst die Gleichungen 


oDd __. 00 ö 0 OD _ 
d%ı 9 er x8)= + or =D (5) 


Da die linke Seite der zweiten Gleichung identisch verschwindet, folgt aus 
der Kombination der beiden Gleichungen 


2123-0, (6) 


also der Erhaltungssatz der Ladung. 
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632 Die transversale Wellengleichung 


Im weiteren sollen die Feldgleichungen (631.1) in eine für manche Rech- 
nung günstigere Form gebracht werden. Nach Elimination der beiden Felder 
® und $ entsprechend (623.25 und 26) entstehen die vier Gleichungen: 


2 [%) = 
ir re EX B= Mit EotoE 
Eh er I nn 
ER or ira Ko " 


Die beiden letzten Gleichungen (631.1) bleiben unverändert. Zwischen ö 
und j gilt nach (623.17, 20 und 24) die Kontinuitätsgleichung 


en (2) 


Die weitere Behandlung der Gleichungen (1) hängt davon ab, ob ® und 
M vorgegeben sind oder durch die Felder E und ® induziert werden. 
Im ersten Falle sind ö und j gegebene Größen. 


Jetzt soll gezeigt werden, daß die beiden Felder & und 8 durch ein 
einziges Feld, den sogenannten Wellenvektor fl, beschrieben werden können. 
Dieser Vektor U soll so beschaffen sein, daß die Felder € und 8 aus ihm 
durch zeitliche und räumliche Ableitung gemäß 


ke B=--——_xU (3) 


hervorgehen. Dieser Ansatz befriedigt die letzten beiden Feldgleichungen 
(631.1) automatisch. Das ®-Feld von (3) ist in der angesetzten Form 
quellenfrei. Daß dieser Ansatz das Induktionsgesetz erfüllt, erkennt man 
leicht durch Einsetzen. 


Von U müssen nur noch die Bedingungen (1) erfüllt werden. Die erste 
der Gleichungen führt auf 


ü=d (4) 


5) 


Diese Gleichung zeigt, abgesehen von der Inhomogenität | und den auf- 
tretenden Vektorprodukten, eine gewisse Ähnlichkeit zur Wellengleichung 
(613.20). Sie wird als transversale Wellengleiehung bezeichnet. Damit sind 
alle Feldgleichungen in einer Vektorgleichung (5) und einer skalaren Glei- 
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chung (4) zusammengefaßt. Nach Berechnung von U erhält man die Felder 
€ und ® gemäß (3) und die übrigen Felder ® und 9 ihrer Definition ent- 
sprechend aus den mittleren Gleichungen von (631.1). 


Offen bleibt noch die Frage nach Relationen zwischen den Gleichungen (4) 
und (5), ob sie auseinander hervorgehen, unabhängig voneinander sind oder 
möglicherweise zueinander in Widerspruch stehen. Um dies zu untersuchen, 
wird die Divergenz von (5) gebildet. Dabei entsteht mit (2) 


10. 8 + a 
Fu mu nie gehe (6) 


Diese Gleichung stimmt in der Form 


20 +2] =0 (7) 
mit der Zeitableitung von (4) überein. Da (7) für alle Zeiten gilt, verschwin- 
den auch (nach weiterer Differentiation) die höheren Ableitungen. Bei 
Gültigkeit der Ladungserhaltung (2) braucht neben der transversalen 
Wellengleichung (5) die Bedingung (4) nur als Anfangsbedingung für t = 0 
gefordert zu werden. Für alle übrigen Zeiten bleibt sie dann bereits infolge 
der Wellengleichung (5) aufrechterhalten. 

Für den Fall, daß j, B und M vorgegeben sind, ist j bekannt, und (5) ist 
eine Bestimmungsgleichung für U mit der Inhomogenität u,j. Werden j, ® 
und M erst induziert, so hängt j noch von U ab. Gilt für B und M der ein- 
fache Zusammenhang (624.2) mit E und 9, dann wird 


“ ö ö 
Hoi ME + UpEo 5 Ke& + 55 X Kmttod 


IE ö Xm 0 
m MG ge gt+ ex x). 


(8) 


Setzt man (8) in (5) ein und berücksichtigt 1+2.=& sowie 1— Xn/u 
— (u — Xm)[u = u!, so entsteht: 


128 0 od d 19 _ 
c? Fre tr |e x|u)=0. 9) 


Einfache Lösungen von (9) und deren Bedeutung wurden bereits in [615] 
untersucht. Wird die Möglichkeit zugelassen, daß die Vektoren PB, M und j 
andere Richtungen aufweisen als die erzeugenden Felder € und 9, so 
werden &, «u und o wie in (624.10) Tensoren. Dann treten komplizierte Be- 
ziehungen auf, die unter anderem in der Optik zur Doppelbrechung 
führen. Auf diese Erscheinungen wird hier nicht näher eingegangen; sie sind 
ausführlich in [W 74] dargestellt. 


Schließlich wird noch der Fall betrachtet, daß Polarisation ®, Magneti- 
sierung M und Stromdichte j sowohl einen selbständigen, das heißt vor- 
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gegebenen Anteil (hier mit dem Index s versehen) enthalten, als auch 
einen induzierten Anteil. Diese Größen müssen dann also durch 


i=j ro MEM, + mod PBtxXanE (10) 


beschrieben werden. Dann bleiben in (10) rechts die Glieder mit dem 
Index s stehen: 


(0 o 9 ö 1 9 j R 
KeutzseuntuX (# dr x |) = ui, al) 
wobei für je N 
=. or, 19 
k=ht ET: + mrM (12) 


zu setzen ist. 


633  Viererpotential 


Die wichtigste Methode zur Lösung der Feldgleichungen bestand, wie 
z. B. die Ausführungen in [632] zeigten, darin, durch geeignete Potential- 
ansätze die eine oder andere der Feldgleichungen zu befriedigen und die 
übrigen Feldgleichungen dann als Bestimmungsgleichungen für das Poten- 
tial zu betrachten und entsprechend auszuwerten. Nach dieser Methode wird 
das Feld € in der Elektrostatik über den Potentialansatz E= — grad U be- 
rechnet und in der Magnetostatik das Feld $ durch den Ansatz 9 = — gradV. 
Beim Vorhandensein stationärer Ströme wurde B=rotX durch ein 
quellenfreies Vektorpotential X mit der Eigenschaft div Y = 0 beschrieben. 


Schließlich zeigen die Untersuchungen des letzten Abschnitts, daß esauch 
unter allgemeinsten Voraussetzungen möglich ist, die Felder € und 8 
durch ein Vektorpotential U zu beschreiben. Für viele Zwecke ist es vorteil- 
hafter, an Stelle der drei Komponenten des einen Vektors U insgesamt vier 
Potentialgrößen einzuführen, nämlich einen Vektor X und einen Skalar U, 
zwischen denen dann eine Nebenbedingung bestehen muß. Dieses Verfahren 
hat den Vorteil, statt der vektoriellen Feldgleichung (632.11), die ein 
gekoppeltes System von Differentialgleichungen für die Komponenten 
von U darstellt, vier Gleichungen zu liefern, die entkoppelt sind, von 
denen also in jeder Gleichung nur je eine der Komponenten von X bzw. U 
allein auftaucht. Dieses Verfahren soll hier beschrieben und unter ein- 
fachsten Voraussetzungen, nämlich im Vakuum, zur Berechnung der Felder 
verwendet werden. 


Es werden die Feldgleichungen von (621.1) betrachtet. Die Quellen- 
freiheit von ® erlaubt den Ansatz 


B-Z-xU. | (ı) 
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Beim Einsetzen in das Induktionsgesetz entsteht die Gleichung 
x(E+M=0, (2) 


derzufolge die in (2) auftretende Klammer durch den Gradienten eines 
skalaren Potentials U beschrieben werden darf. Diese Möglichkeit erlaubt 
für € den Ansatz 


Die noch verbliebenen beiden ersten Gleichungen von (621.1) gehen 
in Bestimmungsgleichungen für 9 und U über. Im Vakuum, wo die Be- 


dingungen 
Zi D=5€ Bd (4) 
gelten, lautet die zweite der Gleichungen 
() 09:4 90 b 
dr x (2X U) + Co | BBrTET ul=i- (5) 
Sie geht nach Auswertung des doppelten Vektorprodukts in 
(0) oa 1 U 
Da+ ze + = (6) 
über. Aus der ersten en folgt 
od 0 /oı oo TouU 1 oU 
ir Teen 77 (5; + dr )-H00-% dt 5 ed |- (7 


(6) und (7) stellen die gesuchten vier Gleichungen für die vier Komponenten 
von X und U dar. 

In Gleichung (1) ist lediglich eine Forderung an die Wirbel des X-Feldes 
erhoben. Nach den Ausführungen von [424] kann daher über die Quellen 
von U noch frei verfügt werden. Diese Freiheit wird dazu ausgenutzt, die 
Feldgleichungen (6) und (7) in eine möglichst einfache Form zu bringen. 
Das geschieht, indem über die Quellen von A gemäß 


oa 1 OU 


Area! (8) 


verfügt wird. Diese Gleichung wird auch als Lorentzkonvention bezeichnet. 
Sie bringt die eckigen Klammern in (6) und (7) zum Verschwinden und 
liefert zur Bestimmung von X und U die einfachen Gleichungen 


| DA= ij oHU=B, | (9) 


aus denen sich die Felder € und ® entsprechend (1) und (3) durch Diffe- 
rentiation berechnen lassen. 


19 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Jede der Komponenten X und U genügt also im ladungsfreien Raum 
mit o= 0 und j= 0 der bereits in [614] untersuchten Wellengleichung. 
O ist der in (613.19) definierte Dl-Operator. Ladung o und Strom j stellen 
die Inhomogenitäten der Wellengleichung dar. Die Lösungen von Glei- 
chung (9) werden im nächsten Abschnitt untersucht. 


Ferner ist zu untersuchen, ob die Gleichungen (8) und (9) miteinander im 
Einklang stehen. Von der ersten Gleichung (9) wird die Divergenz gebildet, 
die zweite wird nach der Zeit abgeleitet. Bei Addition entsteht auf der 
linken und rechten Seite von (9) 

oA 1 OU\ 6, 1 0 di , do 
5 Te sr) Mode dt mg + )- 


(10) 


Die rechte Seite verschwindet wegen des Ladungserhaltungssatzes und die 
linke wegen der LoRExtzkonvention. Die Ladungserhaltung bringt also 
die LORENTzkonvention (8) in Einklang mit den Feldgleichungen (9). 
Im stationären Falle verschwinden die Zeitableitungen von (9), und der 
Operator U) geht in den LArLAcEschen Operator D— —A über. Aus der 
Gleichung (9) entstehen die von (422.10) und (221.3) her bekannten Poten- 
tialgleichungen 

AN Wi —1AU=0 (11) 


für den Fall stationärer Ströme und Ladungen. 


Die in den Gleichungen (1) und (3) eingeführten Potentiale Y und U 
sind nicht eindeutig definiert. Ersetzt man sie nämlich nach der Vorschrift 


of 


AA+ 
mit einer willkürlichen Funktion f = f(t, t), so bleiben die wirklich meß- 
baren Größen, nämlich die Felder 


8—%B E—€E, (13) 


unverändert, wie man sich durch Einsetzen von (12) in (1) und (3) leicht 
überzeugt. Transformationen vom Typ (12) werden als Eichtransformationen 
bezeichnet. Potentiale, die sich also nur um eine Eichtransformation unter- 
scheiden, beschreiben physikalisch die gleiche Situation. Ein sehr einfaches 
Beispiel stellt die Transformation f = Ct dar; hier bleibt A unverändert, 
und U geht in U— Ü' über. Beide Potentiale unterscheiden sich nur um die 
Konstante ©. 


Die Lorentzkonvention (8) geht bei einer Eichtransformation in 


ou 1 oU oA 1 oU 
or c? vv at 


Of (14) 
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über. Sie und die aus ihr folgenden Wellengleichungen (9) sind daher 
nur invariant gegenüber speziellen Eichtransformationen, bei denen die 
Funktion f(r,t) noch zusätzlich der einschränkenden Bedingung 


f=0 (15) 


unterworfen wird. 


634 Retardierte Potentiale 


In diesem Abschnitt sollen die Lösungen der inhomogenen Wellen- 
gleichungen, (633.9) für A und U bei gegebenem j und o gesucht werden. 
Diese Gleichungen und ihre Komponenten sind mathematisch vom Typ 


der Gleichung een a) 


mit gegebener Quellverteilung g(t, f) und gesuchter Wellenfunktion «(t, }). 
Zunächst betrachten wir (1) für eine sehr einfache Quellverteilung 

Det, t) = Ölt) öft), (2) 

die nur in der Umgebung von r = 0 und t = 0 Beiträge liefert. Ist die weiter 


unten besprochene Lösung G(t, t) bekannt, so läßt sich auch das allgemeine 
Problem (1) leicht lösen. Bei einer Koordinatenverschiebung 


r>r—r t>t—t (3) 


bleibt U) invariant und (2) geht in 
Del —r,t—) =Ölt—r’) öl — f’) (4) 


über. @ ist die gleiche Funktion wie in (2). Ist @ bekannt, so läßt sich die 
Lösung von (1) darstellen durch 


u(t, t) =/[ar [dv Ce —v', t—!)g(W, t). (5) 


Zum Beweis operieren wir mit OD auf (5) und ersetzen auf der rechten 
Seite DIG@ durch (4). Die Integrationen bringen die ö-Funktionen zum 
Verschwinden und liefern q(t, t) auf der rechten Seite, wie in (1) gefordert 
wird. Die allgemeinste Lösung der inhomogenen Wellengleichung erhalten 
wir aus (5) durch Addieren von Lösungen der homogenen Wellengleichung, 
also zum Beispiel von ebenen Wellen. 


Hinsichtlich der letzten Gleichung in (633.9) beschreibt G@ in (2) ein 
Potential, hervorgerufen durch eine bei r=0 zur Zeit t=0 plötzlich 
erzeugte und wieder vernichtete Ladung, einen ‚„Ladungsbltz“. (Daß ein 
solcher Ladungsblitz gegen die Ladungserhaltung verstoßen würde, inter- 
essiert im Augenblick noch nicht). Die im Anschluß hieran abgeleitete Lösung 
von (2 
z Rau (6) 
ı19* 
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beschreibt den zum Ladungsblitz gehörigen ‚‚Potentialblitz‘“. Das Potential 
ist zunächst nur bei r— 0 von Null verschieden und dort singulär. Im 
Zeitablauf jedoch breitet sich diese Singularität, wie in Abb. 634 dargestellt 
ist, auf Kugelschalen nach allen Seiten aus und befindet sich zur Zeit i bei 
r = ct. Ganz entsprechend läßt sich die allgemeine Lösung (5) jetzt in der 
Form 

u(t, £) -far dr’ Gt — vr’, t— )g(r',t') -[# ern 1) 


(7) 


interpretieren, als sei die Quellverteilung g(t, t) aus lauter einzelnen 
Ladungsblitzen aufgebaut, deren Wirkung 
sich additiv überlagert [wegen der Lineari- 
tät von (1)]. 


Es bleibt noch die schon besprochene 
Lösung (6) der vereinfachten inhomogenen 
Gleichung (2) zu besprechen. Ihrer Bedeu- 

Abb. 634. Potential eines tung entsprechend kann @ = @(r, t) nur vom 
„Ladungsblitzes‘ im Zeitablauf' Abstand r vom Koordinatenursprung abhän- 

gen. Die Anwendung von d/ör auf eine solche 
Funktion vereinfacht sich, wie in (116.4) gezeigt wurde, zu 
ö or © u] 


dı O9 Tr (8) 


Mit diesem Ausdruck und divr=3 vereinfacht sich der LAPrLAcEsche 
Operator zu 


Cr] 0 0 39 010 
IE nr rere N 
ö ? 210 309 10 ö° (9) 
u Or 2; r or r Or r Or r or Re Or? 
Er kann durch 3-4 m a 
A r Or + Or? T FE (10) 


zusammengefaßt werden. Die Gleichungen (9) und (10) leiten sich aus den 
üblichen Differentiationsregeln ab, wenn man sich rechts von A irgendeine 
Funktion /(r) hinzudenkt. Damit geht (2) in 

1 0 1 9%, 

— ——— r| G(r,)=0 für r>0 (11) 
über. Mit dem Ansatz G(r) = f{r)/r entsteht die bekannte eindimensionale 
Wellengleichung (613.5) für f, so daß die Lösungen von (11) 

Gr, - ER (12) 
mit beliebigen Funktionen f sind. Die beiden Vorzeichen unterscheiden 
eine retardierte und eine avancierte Lösung, die sich vom Zentrum her 
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ausbreitet bzw. die im Zentrum zusammenläuft. Nur die erstere ist ent- 
sprechend den bei physikalischen Experimenten im allgemeinen vorliegen- 
den Randbedingungen interessant. 


Über f muß jetzt so verfügt werden, daß die Lösung der Inhomogenität 
in (2) entspricht. Jene Gleichung liefert nach Integration über ein kleines 
Kugelvolumen vom Radius R—0 

R—0 


0 - | drug & = Mar 04er. (13) 
0 


rc? 


Zam Integral trägt der erste Term nichts bei. Der zweite mit A wird über 
den Gaussschen Satz in ein Flächenintegral umgeformt und liefert 4rrf. 
Demnach genügt die Lösung (12) zwar der Differentialgleichung (11), der 
inhomogenen Gleichung (2) jedoch nur für f(t) = ö(t)/4r. Beschränken wir 
uns auf die retardierte Lösung von (12), so entsteht (6), was zu beweisen war. 


In der Grenze e— oo geht DO — —4, und sowohl die Differentialglei- 
chung (1) als auch ihre Lösung (7) gehen in die gewöhnliche Potential- 
gleichung (221.3) und deren Lösung über. Wenn die Quellverteilung q 
nicht von der Zeit abhängt (ruhende Ladung!), macht sich die Besonderheit 
im Zeitargument von (7) nicht mehr bemerkbar und die Lösung % unter- 
scheidet sich nicht mehr vom gewöhnlichen Potential. 


Auch bei bewegten Quellen läßt sich die Lösung (7) ähnlich verstehen 
wie die frühere zeitunabhängige Lösung (221.8), nur eine Besonderheit 
tritt hinzu: Am Beobachtungsort r ist zur Zeit £ nicht das von der Quell- 
verteilung q(tr’,t) erzeugte Potential zu berücksichtigen, sondern das einer 
früheren Quellverteilung g(r’, t’), da sich die Wirkung von r’ nach r ja nur 
mit Lichtgeschwindigkeit c ausbreitet. Aus diesem Grunde muß für die 
Quelle der frühere Zeitpunkt t’ = t— |r—r’|/c eingesetzt werden, der 
allerdings von Ort zu Ort r’ verschieden ist. Die im U-Operator berück- 
sichtigte endliche Laufzeit der elektromagnetischen Felder und Wirkungen 
aller Art liefert also in (7) eine Art verspätetes Ankommen des Potentials 
am Beobachtungsort r. Vergleicht man die allgemeine Gleichung (1) mit 
den inhomogenen Potentialgleichungen (633.9), so erhält man für deren 
Lösungen mit den entsprechenden Bezeichnungen 


[dt oW,t— It —r/|/e) 
U(t, t) fi 4reßIt—r| (14) 


u AR. 


4r t—rl 


Die vier Komponenten dieser beiden Gleichungen bilden zusammen das 
sogenannte retardierte Viererpotential. 
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635 Energieausstrahlung 


Betrachtet wird eine in der Umgebung des Koordinatenursprungs 
eng konzentrierte, bewegte Ladung. Sie ist in Abb. 635.1 schraffiert dar- 
gestellt und ruft bei r zur Zeit £ (innerhalb wie außerhalb der Ladungs- 
wolke) die Potentiale (634.14) hervor. In großem Abstand |t|> |r’|, von 
allen Orten r’, an denen sich Ladung befindet, lassen sich die Gleichungen 
(634.14) durch eine Entwicklung nach Potenzen von r’/r darstellen. Im 
Argument von o wie auch von j wird gemäß 


o(v,t— It—r|/c) = olV, t—r/c—ör/e). (1) 


die Größe ör eingeführt. In erster Näherung 
gilt 


Abb. 635.1. 


—rlzr—er it = 
Zur Berechnung der Strahlung ai Mit Ür (2) 


einer Ladungswolke (v) in öor=|It-vV|- re -er, 
großer Entfernung (t) . i 
wie Abb. 635.1 direkt zu entnehmen ist. 


Es werden nun alle Beiträge zu U und X von höherer Ordnung als 1/r 
vernachlässigt. Dann kann im Nenner der Integrale (634.14) r— | =r 
gesetzt werden, und diese Gleichungen gehen in 


Urt, ) ne [ar or, t—r/c—örje) 


Aregr 


8) 


Ar,)= ae farie, t— r/e— ör]e) 
über. Die Entwicklung des Zeitarguments von o bzw. j nach Potenzen von 
ör aber bedeutet keine Entwicklung nach großen Abständen, sondern 
berücksichtigt die unterschiedliche Verzögerung, mit der die Wirkungen 
von den verschiedenen Orten r’ bei r ankommen. Je langsamer sich die 
Ladung bewegt, um so weniger machen sich die höheren Potenzen von ör 
bemerkbar. Bei langsamer Bewegung der Ladungswolke o genügt es, die 
erste Potenz von ör allein zu berücksichtigen. 


Zur Auswertung werden die Größen 


om = [arekı, !) p()=[dror (4) 


als Gesamtladung Q und Dipolmoment p der Ladungswolke o eingeführt. 
Für die zeitliche Änderung des Dipolmoments gilt 


: 0) Öj Pa AO; i 
=fargbr = far s1=jarigzor=fari. (5) 


Dabei ist im zweiten Gleichheitszeichen der Ladungserhaltungssatz (355.6) 
angewandt und im dritten eine partielle Integration wie in (232.15) durch- 
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geführt. Das letzte Gleichheitszeichen entsteht bei direkter Auswertung 
nach (137.18). 


Nunmehr wird die Potenzeutwicklung von (3) nach dr betrachtet. Sie 
liefert bis zur ersten Ordnung für U und nullten Ordnung für A 


Ua +] u-ih. () 


c 4drr 


Die Indizes r deuten auf die Retardierung hin und sollen an die Verzöge- 
rungszeit —r/c erinnern. So istQ, (t) =Q@(t—r/c). In der weiteren Rechnung 
tritt der Operator O/dr auf. Seine Anwendung auf 1/r in (6) liefert Beiträge 
mit 1/r2, die vernachlässigt werden können. Darüber hinaus tritt r nur 
noch im retardierten Zeitargument t— r/c auf. Daher kann der Differen- 
tialoperator durch 


ö 
Fr ) 


ol» 


ö 
dr 
ersetzt werden, wie bereits in (613.18) gezeigt wurde. 


Die bei langsamer Ladungsbewegung in großem Abstand gültigen ein- 
fachen Gleichungen (6) erfüllen die LoRENTzkonvention (633.8), denn es 
gilt oA 10V 1 | ei, | 1-0 

or + e 9 “ Arsr ee 1 & 


(8) 


wegen Q, = 0. Als nächstes sollen die Feldstärken € und $ in der gleichen 
Näherung berechnet werden. Unter dieser Näherungsvoraussetzung ent- 
steht aus (6) das Magnetfeld: 


10 Dxe 
9= ko Or x A= 4rer ' 9 


Das elektrische Feld kann nach (614.1) 
1 i 
= .x9=-— 2x9 (10) 
0 


aus Ö$ bestimmt werden und ist 


=.» .Gxe3xe 
| E &gC 9xe Arepe?r Ale) 


Die in diesen Gleichungen auftretenden Vektoren sind in Abb. 635.2 
wiedergegeben. Die Felder werden in einem Augenblick t betrachtet; es 
wird angenommen, daß 5 und Ö zur Retardierungszeit t —r/c senk- 
recht nach oben gerichtet waren. In großem Abstand am Punkt r besitzt 
das Vektorpotential X die Richtung von $. Das Magnetfeld $ steht nach 
(10) senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung e und auf ö; es ist in die 
Zeichenebene hineingerichtet. E steht entsprechend (11) auf den beiden Vek- 
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toren e und Ö senkrecht und bildet hier bei der Kugelwelle in großem 
Abstand offenbar mit e und 9 zusammen das gleiche Dreibein wie bei der 
ebenen Welle in (614.7) und Abb. 614. 


Der in (614.16) eingeführte Vektor der Energiestromdichte wird durch 


E_ [(öxe)xelx (dx e) 
Ss=Ex9 &, (4rre)?r?c 
_[dxe\®! e _/[dxe\? 
(2) z &oC (2) FR 


beschrieben. Er zeigt in die Ausbreitungsrichtung e und läßt sich gemäß 


(12) 


S=mwHoce=27mee=nce (13) 


; ? 
x 2 
N 7 
Abb. 635.2. Abb. 635.3. 
Richtung der Feldvektoren bei der Polardiagramm der Energiestromdichte 


Dipolstrahlung. Hier soll #||# gelten 


durch Energiedichte 7 und Ausbreitungsgeschwindigkeit c darstellen. Auch 
bei der Kugelwelle sind elektrische und magnetische Energiedichte näm- 
lich in großen Abständen gleich groß, denn es ist 


= 2 e-2Hx?-29-Mm (14) 


wodurch (13) gerechtfertigt wird. 


Schließlich wird als spezielle bewegte Ladungsverteilung ein bewegtes 
geladenes Teilchen betrachtet, dessen Ladungsdichte o und Dipolmoment p 


o=eö(t—$(t)) p=es3 (15) 


sind. Für die Strahlung dieses Teilchens gelten die Formeln (9) bis (13) 
sinngemäß. Führt das Teilchen beschleunigte Bewegungen in der senk- 
rechten Achse wie in Abb. 635.2 aus, so ist die ausgestrahlte Energiestrom- 
dichte, wie aus (12) hervorgeht, 


|SI- (8x e)’-sin?d. (16) 


Es wird also vornehmlich senkrecht zur Beschleunigungsrichtung Energie 
ausgestrahlt, wie durch das Polardiagramm der Abb. 635.3 dargestellt wird. 
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Die gesamte ausgestrahlte Leistung wird mit N, bezeichnet und als 
Integral der Energiestromdichte © über eine geschlossene Fläche dargestellt, 
die die Strahlungsquellen vollständig umgibt. Wählt man für diese Fläche 
eine Kugel mit sehr großem Radius R, so kann für © die in (12) berechnete 
Näherung für große Abstände eingesetzt werden. Sie liefert für die aus- 
gestrahlte Energie 


N-Pas-mRrie-4 EX. (17) 


0€c 
4r 
Der Querstrich deutet die Mittelwertbildung über alle Winkel an. Da der 
Mittelwert von sin? über eine Kugel nach 


Tr +1 

fadsindsnd  [acıl-%) a 

sin’d - Tz = +1 = 3 ur (18) 
fd sind far 
() 


den Wert 2/3 liefert, entsteht endgültig für die ausgestrahlte Leistung der 
Ausdruck 


1 2e 
4rce, 3c? 


N, = $°(t—rlc). (19) 


Die Argumente weisen darauf hin, daß die Strahlungsleistung N, zur Zeit 
t durch die Ladungsbewegung $ zur Zeit t—r/c bestimmt wird. Das ist 
zu erwarten, denn N, gibt ja diejenige Strahlungsleistung an, die in großem 
Abstand r und also nach entsprechend langer Zeit r/c durch die Kugel- 
fläche hindurchtritt. 


Übungsaufgabe 


63. Welche Vereinfachungen — insbesondere für große Entfernung des Beobachters 
von den Quellen — ergeben sich bei der Berechnung der Potentiale, falls o und j 
in der Form e!®' von der Zeit abhängen? 


64  Erhaltungssätze 


Zusammenfassung: In der Mechanik gibt es zehn Erhaltungssätze, deren 
Gültigkeit eng mit den Invarianzeigenschaften von Raum und Zeit zusammenhängt. 
Sie betreffen die Komponenten von Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt. 
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In mechanisch-elektrisch gemischten, aber im übrigen abgeschlossenen Systemen ist 
weder die rein mechanische, nämlich die kinetische Energie Z,„. noch die elektro- 
magnetische Energie E,, eine Erhaltungsgröße, wohl aber die Summe E,. + Baı- 


Der Erhaltungssatz der Energie läßt sich aus den Bewegungsgleichungen folgern, 
wenn die etwa vorhandenen Substanzen bestimmte Voraussetzungen erfüllen. In ent- 
sprechender Weise und unter den gleichen Voraussetzungen läßt sich ein elektro- 
magnetischer Impuls P,, angeben, der nur elektromagnetische Felder enthält und 
zusammen mit dem mechanischen Impuls einen Gesamtimpuls P als Erhaltungs- 
größe definiert. Die elektromagnetische Impulsdichte hängt mit der Energiestrom- 
dichte durch die einfache Beziehung % = &/c? zusammen. c, ist die Ausbreitungs- 
geschwindigkeit des Lichts in der betreffenden Substanz. Ein mechanisch-elektro- 
magnetischer Gesamtdrehimpuls und ein Gesamtschwerpunkt lassen sich ebenfalls 
angeben, sie werden aber hier nicht behandelt. 


641 Wechselwirkung von Mechanik und Elektrodynamik 


Aus der Mechanik ist bekannt, daß alle abgeschlossenen .mechanischen 
Systeme bestimmte Invarianzeigenschaften besitzen. Diese resultieren 
daraus, daß in dem aus r und f gebildeten Gesamtraum kein Punkt und 
keine Richtung irgendwie ausgezeichnet sind, weswegen sich die mechani- 
schen Systeme bei Translationen und Drehungen der Koordinaten nicht 
ändern. Die insgesamt zehn Invarianzeigenschaften führen in ihrer mathe- 
matischen Formulierung auf zehn Aussagen, nach denen bestimmte mit 
der Bewegung zusammenhängende Integrale der Bewegungsgleichungen 
zeitunabhängig sind. Sie werden als Erhaltungsgrößen bezeichnet und 
sind in nachfolgender Tabelle zusammengefaßt: 


Invarianz Erhaltungsgröße Formel 
t>t+öt Energie E=-E 84V 
tor+ör Impuls . P= 2m; 
g>gP-+öp Drehimpuls 2=233,xmS, 
D>Dp-+ov Schwerpunkt | = (m, 3, — Pt)/M 


Diese außerordentlich allgemeine Begründung der Erhaltungssätze läßt 
vermuten, daß auch in nichtmechanischen Systemen die gleichen zehn 
Erhaltungssätze gelten. Die genaueren Untersuchungen des vorliegenden 
Kapitels bestätigen diese Vermutung. In der Elektrodynamik gilt darüber 
hinaus noch als elfter Erhaltungssatz derjenige von der Erhaltung der 
Gesamtladung‘ eines elektrodynamischen Systems. In der nichtrelativisti- 
schen Mechanik spielt die Massenerhaltung eine ähnliche Rolle wie hier die 
Ladungserhaltung. Im Gegensatz zur Ladungserhaltung verliert sie jedoch 
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im Rahmen der Relativitätstheorie ihre Gültigkeit und schmilzt mit der 
Energieerhaltung zu einem einzigen Erhaltungssatz zusammen. 


Andererseits sind die mechanischen und elektrodynamischen Erscheinun- 
gen nicht voneinander unabhängig, sondern stehen in sehr enger Wechsel- 
wirkung zueinander. Das geht bereits aus dem allgemeinen Wirkungsschema 
von Abb. 621 hervor. Die reine Elektrodynamik ist dort in I enthalten, die 
Mechanik in III. Die Verbindung beider Gebiete entsteht durch die Be- 
ziehungen II und IV. Diese enge Wechselwirkung zwischen mechanischen 
und elektrodynamischen Erscheinungen soll an einem Beispiel diskutiert 
werden. 


Um einen Kondensator aufzuladen, indem man von der einen Platte die 
Ladung Q@ auf die andere bringt, ist, wie in [314] besprochen wurde, die 
mechanische Arbeit 4 = Q?/2C erforderlich, mit C' als der Kapazität des 
Kondensators. Andererseits befindet sich zwischen den Platten des auf- 
geladenen Kondensators ein elektrisches Feld € mit einer Energiedichte 
&,&?/2, deren Integral eine elektrische Gesamtenergie Z,, liefert, die mit 
der geleisteten mechanischen Arbeit übereinstimmen muß. 


Diese Überlegung zeigt, daß bei derartigen Vorgängen die rein mecha- 
nische Energie offenbar nicht erhalten bleibt. Beim Aufladen des Kon- 
densators muß mechanische Arbeit geleistet werden, die der betreffenden 
Gesamtapparatur hinterher an mechanischer Energie E,,, fehlt. Auch die 
elektrische Energie ändert sich während der Aufladungszeit. Bei einem 
Experiment gilt also 


Eme+0 Eaı#0. (1) 


Andererseits zeigt die Besprechung der Kondensatoraufladung, daß die 
fehlende mechanische Energie als elektrische Energie auftritt und beim 
Entladen wieder zurückgewonnen wird. Es kann daher vermutet werden, 
daß die Summe zeitunabhängig und somit eine Erhaltungsgröße ist, daß 
also 


| 
o 


E=Eye+ Eeı E (2) 
gilt. Diese Vermutung findet in der ausführlichen Untersuchung des 
nächsten Abschnitts ihre Bestätigung. Bezeichnet man die Summe von 
mechanischer und elektromagnetischer Energie als die Gesamtenergie E 
eines abgeschlossenen Systems, so gilt für diese Gesamtenergie E der 
Energiesatz (2). Weiterführende Überlegungen zeigen, daß sämtliche 
übrigen in der Tabelle aufgeführten Erhaltungsgrößen im erweiterten Sinn 
von Gleichung (2) auch unter Einschluß elektrodynamischer Vorgänge 
Erhaltungsgrößen bleiben. In [644] wird dies für den Impulssatz bewiesen. 
Auf die Untersuchung der Erhaltungssätze für den Gesamtdrehimpuls und 
den Gesamtschwerpunkt wird in dieser Darstellung verzichtet. 
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642 Erhaltung der Energie 


Es wurde bereits in [614] angedeutet, daß die Anwendbarkeit des dort 
definierten Poyntinavektors 


S=-Ex9H [8]-— = a) 


nicht nur auf ebene Wellen (614.4) beschränkt ist. Das wird sich im Zu- 
sammenhang mit dem hier abzuleitenden Energiesatz bestätigt finden. 
Die Dimension von © ist nach (1) Energie pro Flächeneinheit und Sekunde. 


Zunächst wird die Divergenz des Vektors (1) unter Berücksichtigung 
der Feldgleichungen (621.I) gebildet: 


= CxH)-9(5 xe) &(z- x8)=—-98- E84). (2) 


Dabei ist berücksichtigt, daß der Differentialoperator 8/Or im Sinne der 
Produktregel bei Differentiationen sowohl auf € als auch auf 9 angewandt 
werden muß. Weiter ist in (2) das Induktionsgesetz und das Gesetz über 
die Erzeugung von Magnetfeldern durch Ströme einschließlich derMAXWELL- 
schen Ergänzung benutzt worden. 


Alle weiteren Überlegungen folgen unter der Voraussetzung, daß sich 


die rechts in (2) auftretenden Größen 
0 1 


E+HB= =; Z(ED+HB) (3) 


als Zeitableitung einer Größe n darstellen lassen. Diese Voraussetzung ist 
im Vakuum wegen 


D == &E B — WHd (4) 
ohne weiteres erfüllt und liefert dort 
Mar +. (5) 


Unter welchen Voraussetzungen (3) auch innerhalb von Substanzen gültig 
ist, wird nachfolgend in [643] untersucht. 


Unter der Voraussetzung (3) erhält (2) die Form 
494-0 mit  +=je. (6) 


Dies ist der Energiesatz in differentieller Form, denn die in (3) bzw. (5) 
definierte Größe n ist die Energiedichte, und über deren Änderung macht 
Gleichung (6) eine Aussage. » ist aus (354.4) als die JoULEsche Wärme- 
leistungsdichte bekannt. 
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Die Bedeutung von (6) soll in der integralen Form untersucht werden. 
Zu diesem Zweck werden die Größen 


| Eu=/drn N,=farv N,=$ais (7) 


eingeführt. Die Integration von (6) über ein willkürliches Volumen liefert 
unter Verwendung des Gaussschen Satzes (135.8) dann für die drei in 
(7) auftretenden Größen den Zusammenhang 


— Zu =NH+N,. &) 
Dies ist die integrale Form des Energiesatzes. E,, bedeutet die elektro- 
magnetische Gesamtenergie des betrachteten Volumens. N, ist die durch 
den Rand dieses Volumens hindurchtretende elektromagnetische Leistung. 
Bei elektromagnetischen Wellen ist; N, in (635.19) die ausgestrahlte Leistung. 
Die elektromagnetische Verlustleistung N, wird unten näher betrachtet. 
Wenn in dem betrachteten Volumen weder Ströme fließen, noch elektro- 
magnetische Energie N, durch den Rand des Volumens transportiert 
wird, so verschwindet die rechte Seite von (8), und die in dem betrachteten 
Volumen V vorhandene elektromagnetische Energie E,, ist konstant. 


Wie in [354] gezeigt wurde, beschreibt N, die im Innern von Leitern 
erzeugte JouLesche Wärme. Sind keine Leiter vorhanden, sondern befinden 
sich im betrachteten Gebiet Ö nur frei bewegliche Ladungen, so hat N, 
eine andere Bedeutung. Unter Verwendung von (6) und (7) wird N, in 


N,=[drj&=[drvfg&+ov x 8]=[drut (9) 


umgeformt. Im dritten Glied ist die magnetische Kraft ohne Schaden 
hinzugefügt, da das Spatprodukt nach (115.13) ohnehin verschwindet. Dies 
ermöglicht eine Darstellung von N „durch rein mechanische Größen, nämlich 
durch die Geschwindigkeit v (t, ) der Ladungsverteilung und die auf diese 
Verteilung wirkende Kraftdichte £(t, t). 


Zunächst wird (9) auf eine einzelne bewegte Punktladung Q der Masse m 
angewendet. Dann gilt 
N,=38=5ms—= 4 g2— Ems 


dt 2 dt 10 


Die elektromagnetische Verlustleistung N, ist also gleich der zeitlichen 
Zunahme der mechanischen (genauer: der kinetischen) Energie E,„. des 
Teilchens. Findet im übrigen keine Strahlung und kein sonstiger Energie- 
transport statt, so ist in (8) N,= 0, und es gilt in Verbindung mit (10) 
unter Einführung einer Gesamtenergie E 


Dei ti; HL, (a) 
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Damit wird die Vermutung von (641.2) bestätigt, daß die aus elektrischer 
und mechanischer Energie zusammengesetzte Gesamtenergie im Zeit- 
ablauf eine Konstante bleibt, also eine Erhaltungsgröße ist. Diese Er- 
haltung der Energie gilt natürlich auch im Falle N, #0, denn in diesem 
Falle verschwindet ja keine Energie, sie wird lediglich aus dem betrachteten 
Volumen heraustransportiert, existiert also nach wie vor. 


Schließlich soll noch eine kontinuierliche Ladungsverteilung o betrachtet 
werden, die wegen (621.1V) mit einer entsprechenden Massenverteilung 
(ct, t) gekoppelt sein muß. Nach (621.III) genügt « der mechanischen 
“ Kontinuumsgleichung, die sich, wie hier nicht weiter gezeigt werden soll, 
auch in der Form 


un , 9 y ’ 
tar unon)=t (12) 


schreiben läßt. Beim Einsetzen von (12) in (9) entsteht für die elektro- 
magnetische Verlustleistung 


d 1 I; 
N=[ärot= far kw larsunon. (13) 


Treten keine Ladungen durch die Randfläche, so verschwindet das Ober- 
flächenintegral. Die Zeitableitung enthält die kinetische Gesamtenergie E„e 
der betrachteten Ladungswolke, und beim Einsetzen in (8) entsteht wieder 
der Energiesatz in der Form (11). 


643 Die Energiedichte in Substanzen 


Im Zusammenhang mit früheren Untersuchungen in (338.3) und (341.7) 


entstand der Ausdruck 
n= > [ED-+ 98% () 


für die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Die zeitliche Ab- 
leitung von (1) führt auf 


2H=-ED+ED+HB+H+HEB (2) 


und zeigt, daß die in (1) definierte Größe n nur dann mit der in (642.3) 
im Zusammenhang mit dem Energiesatz definierten Energiedichte n über- 
einstimmt, wenn zwischen den elektromagnetischen Feldern die Be- 


ziehungen 
| €9-6% HB=HB 8) 


erfüllt sind. Unter welchen Voraussetzungen dies der Fall ist, soll jetzt 
untersucht werden. 
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Zunächst läßt sich zeigen, daß sowohl im Vakuum als auch in Substanzen, 
bei denen die Materialgleichungen 
D=E4C B=umd, (4) 
mit & und u als einfachen Zahlen oder Ortsfunktionen, gelten, die Be- 
dingungen (3) erfüllt sind. Man braucht mit Hilfe von (4) lediglich D und ® 
aus (3) zu eliminieren. 


In Kristallen gelten die Gleichungen (4) nur symbolisch, nämlich zur 
Abkürzung für die Gleichungssysteme 


®; = Er &o&r Bi = Mir Yet: (5) - 


Ersetzt man die Gleichungen (3) durch eine entsprechende Komponenten- 
darstellung und setzt ® und ® nach (5) ein, so lauten diese Gleichungen 


21 Cr &€% = 38 &€% 
ı 1,K 


Ä Ri (6) 
2 Hiltin Hot =2 Hıllir Vote. 
ER uk 

Vertauscht man auf der rechten Seite dieser Gleichungen die an sich will- 

kürlichen Indexbezeichnungen i und k, so ist erkennbar, daß diese Glei- 

chungen nur gelten, wenn zwischen den Koeffizienten von e und w die 

Symmetriebedingungen 


| & = &i ar Uri | (7) 


erfüllt sind; wenn, wie man sagt, e und u symmetrische Tensoren sind. 
Dies ist bei Kristallen im allgemeinen erfüllt. Es gelten somit die Be- 
ziehungen (3). (1) stellt daher auch in Kristallen die Energiedichte dar, 
und der Energiesatz gilt in der in [642] besprochenen Form. 


Nicht ohne weiteres erfüllt sind die Bedingungen (3), wenn in den 
Definitionsgleichungen 
D=&sC+%B B=WHHM (8) 
für D und B die Größen ® und M unabhängig von & und 9 sind. Sind ® 
und M gegebene Funktionen, so müssen sie zu den Quellen gezählt werden, 
und es wird 7 = (&,C?+ u,9?)/2. Stehen sie in komplizierterem, aber ein- 
deutigem Zusammenhang mit € und $, als das in (4) vorausgesetzt wird, 
..so kann natürlich auch eine Energiedichte existieren. Sie muß jedoch in 
jedem Einzelfall durch Zeitintegration von (642.3) errechnet werden. 


Schließlich bleibt noch der Ferromagnetismus zu besprechen, bei dem 
zwischen M und 9 eine nichteindeutige Beziehung besteht, die durch 
die Hysteresekurve von Abb. 535.2 dargestellt wird. Dieser Fall soll unter 
den vereinfachten Voraussetzungen von Abb. 535.3 besprochen werden, in 
dem die Hysteresekurve durch eine Ellipse ersetzt wurde. Der Zusammen- 
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hang zwischen WM und 9 wird dann für 9 coswt dadurch vollständig 
beschrieben, daß die Magnetisierung gegenüber 9 eine Phasenverschiebung 
in der Form M — cos (vt— 9) enthält. Hier wird die Magnetisierung zu- 
nächst in zwei Anteile 


MM, cos (wi — @) = Me) HM; 


= My, (cos wi cosp + sinwisinY) 


9) 


zerlegt, von denen der erste mit 9 in Phase steht und der zweite gegen 9 
um einen Phasenwinkel rx/2 verschoben ist. Die Forderung (3) ist hier 
nicht erfüllt, weil j 
HB=-mHH HMM.) + HB (10) 
ist. 
Im ersten Glied läßt sich die Differentiation trivialerweise vertauschen, 
im zweiten nach 


HM, = 90001 ,M, cOSWE COSp 


= M, 00501008 P ZH, c0swi = HM, en 
auch. Im dritten entsteht jedoch ein Zusatzglied: 
HM,=H cosot LM, sinotsing 
=, HM, sin pw cos’wt = HM, sinpw(l— sin?’ wt) 13) 
= HM, vosinpg +M, sing sinot 9, cos wt 
= MH + HM, w sin. 
Zusammenfassend wird 
HB - 1 (59%) +5 9:9 0 sinp = im + m. (13) 


Das Glied 98 liefert somit noch einen Beitrag zur Verlustleistungsdichte v 
in (642.6). 

Integriert man »,„ über eine Periode, d.h. vont=0 bist=r= 2r/w, 
so erhält man r9,M, sing. Dies ist aber der Flächeninhalt der von der 
Hysteresekurve (vgl. Abb. 535.3) umschlossenen Fläche. Nach (344.3) ist 
dieser wiederum gleich der Energiedichte, die im Ferromagneten pro Periode 
in Wärme überführt wird. 


644 Impulssatz 


In den allgemeinen Überlegungen von [641] wurde die Vermutung aus- 
gesprochen, daß die zehn Erhaltungssätze der Mechanik auch bei Systemen 
gelten, in denen mechanische und elektrische Erscheinungen gemischt 
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auftreten. Betrachtet man in diesem Zusammenhang den Impuls p, so 
müßte der aus mechanischem und elektromagnetischem Impuls zusammen- 
gesetzte Gesamtimpuls 


P=Ppmet Pa (1) 


eines solchen Systems zeitunabhängig sein. Der mechanische Impuls des 
einzelnen Massenpunkts ist m$ und der einer Massenverteilung u 


Pne=/druv. (2) 


Bei der zeitlichen Änderung von (1) tritt BP auf. Dieser Ausdruck ist 
beim einzelnen Massenpunkt mö= $. Bei der Massenverteilung u gilt, 
ähnlich wie in (642.8), 


Pu=Sart+ bar... (3) 


Das hier auftauchende Oberflächenintegral ist, wie in (232.15), bei der 
Betrachtung eines abgeschlossenen Systems ohne Belang. Es besteht nun- 
mehr die Aufgabe, einen Ausdruck PB, zu finden, der so beschaffen ist, 
daß die Zeitableitung des durch (1) definierten Gesamtimpulses ver- 
schwindet. Daß ein solcher Ausdruck wirklich existiert, ist an sich nicht 
selbstverständlich, jedoch auf Grund der allgemeinen Vermutungen von 
[641] über die Existenz von gemeinsamen Erhaltungssätzen wahrscheinlich. 

Zunächst wird die in (3) auftretende Kraftdichte, die bei mechanisch- 
elektrischen Systemen gleich der LoREnTzschen Kraftdichte (432.14) sein 
muß, etwas genauer untersucht. Unter Verwendung der Feldgleichungen 
(621.I) läßt sich f umformen in 


t=0E+4x8=(5,x9-2)x B+ 50€ 


= OxB-Dx(z-xE) 0 ) 


8x (5x8) ar» 


Das letzte Glied konnte wegen div B = 0 ohne weiteres hinzugefügt werden. 
Hier ist f durch einen Ausdruck ersetzt, der nur noch elektromagnetische 
Felder enthält. 


Er läßt sich in der Form 
ö 
+, @xB9+C=0 (5) 


darstellen, wobei € die letzten vierTerme von (4) enthält. Wenn es mög- 
lich ist, was anschließend noch untersucht wird, & in der Form 


ö 
G=-;;-T (6) 


20 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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als Divergenz irgendeines Ausdrucks 7 darzustellen, dann liefert die 
Integration von (5) über ein Volumen V 


fert+5; Jar» x8= far. (7) 


Beim abgeschlossenen System verschwinden alle Oberflächenintegrale. 
In diesem Falle stimmt der erste Term von (7) mit der mechanischen 
Impulsänderung (3) überein. Identifiziert man daher den zweiten Term 
von (7) als elektromagnetische Impulsänderung, so gilt wirklich der Impuls- 
satz in seiner allgemeinsten Form 

daP dP,. 

dt di] +2 Fr 


0. (8) 


Die in (1) definierte Summe von mechanischem und elektromagnetischem 
Impuls P ist zeitunabhängig. 


Als Gesamtimpuls P.ı des elektromagnetischen Feldes mit der dazu- 
gehörigen Impulsdichte X wird, wie der Vergleich von (7) und (8) zeigt, 


die Größe — 
Pa=fdrz=[dTDx 8 (9) 


erkannt. Gelten im untersuchten Gebiet die vereinfachten Materialgleichun- 
gen (643.4), so unterscheidet sich ®x ® nur um den Faktor es,uu, von 
der Energiestromdichte 6 = € x 9. Zwischen Impulsdichte und Energie- 
stromdichte besteht daher die Beziehung 


(10) 


mit c als der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und c, als der Ausbreitungs- 
geschwindigkeit des Lichts in der betreffenden Substanz. 


Es bleibt noch die Voraussetzung (6) zu überprüfen. Die dort betrachtete 
Größe € enthält die letzten vier Terme von (4) und besteht somit als 
&=(@,+6, aus zwei gleichartig gebauten Gliedern, in denen nur elek- 
trische bzw. nur magnetische Felder auftreten. Der elektrische Anteil läßt 
sich umformen in 


! 
=Dx(g,x&)-4,8o€ 
(11) 
ö o& ö Be 
Se, ee 7 


Erfüllen die elektrischen und magnetischen Felder analog zu (643.3) die 
Symmetriebedingungen 


+ Y Y y 
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so läßt sich E, und ganz entsprechend auch @,, durch 
() 1 
=-4,|9° 6-41 26€ (13) 


darstellen. (Der Einheitstensor I kann ohne Schaden hinzugefügt werden). 
Der aus elektrischen und magnetischen Anteilen zusammengesetzte Tensor 


T=Bo6+809-5Io(DE+BH) (14) 


ist als Maxwerzscher Spannungstensor bekannt. 


Übungsaufgaben 


64.1. Die spezifische magnetische Suszeptibilität für O, ist z/e = 13. 10” em?jg. 
Man berechne analog zu (33.2) das paramagnetische Dipolmoment eines 
O,-Moleküls und die magnetische Feldstärke, die nötig ist, um eine Sättigung 
von 0,90 zu erzielen. Was folgt daraus für die Berechnung der Energie einer 
paramagnetischen Substanz? 


64.2. Man berechne „= — } AHM für eine paramagnetische Substanz. 


64.3. Ein ebenes, total reflektierendes Blättchen von 2 x 1 cm? Größe ist in der Mitte 
der längeren Kante an einem Faden aufgehängt. Welches Drehmoment bewirkt 
ein Energiestrom |&| = 3W/em#, der auf eine Hälfte des Blättchens fällt? 


7 Bewegte Bezugssysteme 


Bei allen Betrachtungen in [1] bis [6] wurde stets vorausgesetzt, 
daß das Koordinatensystem, in dem die Messungen durchgeführt werden, 
ruht. Läßt man diese Voraussetzung fallen, betrachtet also Größen aller 
Art, die in bewegten Koordinatensystemen gemessen werden, so ergeben 
sich im Rahmen der Elektrodynamik sehr komplizierte Situationen dadurch, 
daß auch die Meßgeräte durch die Bewegung bestimmten Änderungen 
unterworfen werden, die in die Betrachtung mit einbezogen werden müssen. 
Einen klaren Überblick über die auftretenden Erscheinungen, der auch die 
Vorgänge in den Meßgeräten mit berücksichtigt, liefert die spezielle Rela- 
tivitätstheorie. Sie wird in diesem Teil systematisch entwickelt. 


In [71] werden zunächst nur bewegte Ladungen und von ihnen erzeugte 
Felder untersucht. Dabei stellen sich gewisse Besonderheiten heraus, die 
in [72] zu einer kritischen Besprechung der Messungen von Raum und 
Zeit führen. Ihr Ergebnis ist die LORENTZtransformation zwischen den 
Maßzahlen [724], aus der heraus sich die Einsteinsche spezielle Relativitäts- 


20* 
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theorie in [73] zwanglos entwickelt. Diese wiederum erleichtert nicht nur 
elektrodynamische Betrachtungen, sondern erfordert, wie in [74] ausgeführt 
wird, eine Neuformulierung auch aller übrigen physikalischen Gleichungen. 
Dabei entsteht in [741] eine Mechanik des Massenpunkts, die die Licht- 
geschwindigkeit c als Maximalgeschwindigkeit enthält. Das EINSTEINsche 
Äquivalenzprinzip zeigt in [742] die Identität von Masse und Energie. Die 
LoRENTzZtransformation ermöglicht, zu sämtlichen physikalischen Größen 
die entsprechenden Größen zu bestimmen, die in einem bewegten Koordi- 
natensystem gemessen werden. 


Die Forderung der Relativitätstheorie, daß alle physikalischen Glei- 
chungen gegenüber LoRENTZtransformationen, die an die Stelle der 
GALILEItranformationen getreten sind, invariant sein sollen, besitzt eine 
geometrische Interpretation: Diese LORENTztranformationen lassen sich 
als Drehungen in einem vierdimensionalen Raum auffassen, der aus den 
Komponenten von Ortr und Zeit t aufgespannt wird. Die Vektoren dieses 
Raums sind drehungsinvariante Größen. Alle physikalischen Gleichungen 
müssen sich daher, um der speziellen Relativitätstheorie zu genügen und 
invariant gegenüber LORENTZtransformationen zu sein, als Vektorglei- 
chungen in diesem vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum darstellen 
lassen. Sie erhalten so in [75] eine sehr übersichtliche und klare Form. 


71 Bewegte Ladungen 


Zusammenfassung: Zwischen dem elektrischen Feld € und dem Magnetfeld ® 
irgendeiner Ladungswolke go, die sich mit konstanter Geschwindigkeit d bewegt, be- 
steht auch bei schnell bewegten Ladungen die einfache Beziehung ® = v x E/c?. Eine 
energetische Betrachtung zeigt, daß die Ladungswolke ihr Feld sowie die zugehörige 
Feldenergie mitführt. Das skalare Potential U einer Punktladung besitzt Äquipoten- 
tialflächen, die bei der ruhenden Punktladung Kugeln sind. Bei der bewegten Punkt- 
ladung sind sie Rotationsellipsoide, die in der Bewegungsrichtung um einen Faktor 
Y1 — (v/e)? abgeplattet wurden. Im Falle v> c (aber natürlich v<c,) kann das Feld 
mit seiner Ausbreitungsgeschwindigkeit c der Bewegung der Punktladung nicht mehr 
folgen und wird nach den Seiten abgestrahlt. Es entstehen Verhältnisse, die mit den 
Bugwellen von Schiffen vergleichbar sind. Dieser TSCHERENKoWeffekt wird bei schnel- 
len, geladenen Teilchen der kosmischen Strahlung beobachtet. Die Kraftwirkung der 
bewegten Ladungswolke auf eine Ladung kann durch ein Konvektionspotential be- 
schrieben werden, dessen Äquipotentialflächen ebenfalls abgeplattete Rotations- 
ellipsoide sind. Die Kraft einer Punktladung e, auf eine mitbewegte Ladung e sollte 
ein Drehmoment bewirken, das aber nicht beobachtet wird. Der negative Ausgang 
des Experiments von TRouToNn und NoBLE kann nur durch die LorEntzsche Kon- 
traktionshypothese erklärt werden, nach der alle bewegten Maßstäbe in Bewegungs- 


richtung um Y1 — (v/c)? verkürzt werden. 
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711 Langsam bewegte Ladungsverteilung 


Eine elektrische Ladungswolke, gegeben durch eine Ladungsdichte o (t, £), 
wird ohne Formänderung mit der konstanten Geschwindigkeit vd bewegt. 
Die zugehörige elektrische Stromdichte ist dann 


W 


Die von dieser Wolke erzeugten elektrischen und magnetischen Felder & 
und ® sollen unter der Voraussetzung berechnet werden, daß die Geschwin- 
digkeit v sehr klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c ist. 


Prinzipiell müßte die Berechnung von € und ® über die MAxwELLschen 
Gleichungen (612.1) oder einfacher über die Wellengleichungen (633.9) der 
retardierten Potentiale (634.14) erfolgen. Sie wird im nächsten Abschnitt 
durchgeführt und gilt für alle Geschwindigkeiten vd. Unter der verein- 
fachenden Voraussetzung © <c jedoch können die Glieder ® und ® in 
den Maxweıtschen Gleichungen und entsprechend auch %, X und Ü in 
den Gleichungen zum Viererpotential gestrichen werden. 


Die Berechnung des elektrischen Feldes erfolgt dann über die verein- 
fachten Gleichungen (221.2, 3 und 8) 


U = _f drol, i) 
3 —adU=0 a i (2) 
Entsprechend folgt für das Magnetfeld 
9 BER dr il, ©) 
8-5. x4U —AU= Wü) Y= Ar|r—v] (3) 


unter den gleichen Voraussetzungen. 


Ersetzt man j in (3) durch gb und beachtet, daß v ein konstanter Vektor 
ist, so zeigt der Vergleich mit (2), daß zwischen den Potentialen X und U 


der Zusammenhang 
Uwe U- ZU | (4) 


gilt (bei Berücksichtigung von ug&gC? = 1). 
Beim Einsetzen von (4) in die erste Gleichung von (3) entsteht 


ö v oU 
x TER 


8 = = xE. (5) 
Das vom Strom (1) erzeugte Magnetfeld ® hängt also in einfacher Weise 
mit dem elektrischen Feld € der gleichen Ladungswolke zusammen. Diese 
Beziehung zwischen ® und € wird oft benutzt und erspart viel Rechen- 
arbeit. 
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Schließlich soll noch die von der Ladungswolke mitgeführte Feldenergie 
betrachtet werden. Die Energiedichte des Feldes (5) ist nach (642.5) 


27= HC + Bw & [+ c x e)] = 86. (6) 


Das Magnetfeld spielt dabei wegen |p|<&c nur eine geringe Rolle. Der 
PoyNxTinGvektor 


1 


S-Ex9-—Ex(axE) 7) 
0 


beschreibt die Energiestromdichte. Für eine Punktladung sind die Ver- 
hältnisse in Abb. 711 dargestellt. Die Feldlinien des 
E-Feldes durchstoßen die Potentialflächen senk- 
recht, die des ®-Feldes umschließen die Bahn der 
Punktladung ringförmig. Da die Ladung ihr Feld 
mittransportiert, hat © stets eine Komponente in 
Richtung von dv. Vor bzw. hinter der Ladung 
laufen die Feldlinien auf die Achse zu bzw. von ihr 
fort, so daß im ganzen gesehen die Feldenergie nur 
längs der Richtung der Bahn, nicht aber senk- 
recht von ihr forttransportiert wird: Die Ladungs- 

Abb. 711. wolke führt ihr Feld und damit auch die zugehörige 
Feldrichtungen beieiner Feldenergie mit. Das hat den Energiestrom (7) zur 
bewegten Punktladung Folge. 


712 Schnell bewegte Ladungen 


Das Problem von [711] soll nunmehr für beliebige jedoch konstante Ge- 
schwindigkeiten d behandelt werden. Wieder wird eine Ladungswolke be- 
trachtet, die zur Zeit = 0 durch o(t, 0) gegeben ist und die sich im Zeit- 
ablauf mit der konstanten Geschwindigkeit v bewegt. Sie hängt daher durch 


or, t)=o(t—vt, 0) (1) 


mit der Anfangsverteilung zusammen. Das Koordinatensystem wird so 
gelegt, daß d die Richtung der x-Achse besitzt, so daß 


or, t)=o@—vt,y,2,0) (2) 
gilt. 
Zunächst wird das der Wellengleichung 
HU U=o (3) 


genügende skalare Potential U berechnet. Die besondere, in den Gleichungen 
(1) und (2) zum Ausdruck kommende Koordinatenabhängigkeit von o 
ermöglicht für U den Ansatz 


Ult,t)=F(ie—vi)=F(e—vt,y,2). (4) 
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Die im Operator U von (3) enthaltenen Differentialoperatoren 0/01 können 
beim Anwenden auf die Funktion (4) durch 


ZH (8) 


ersetzt werden. Der Operator D) wird dabei zeitunabhängig und kann 


durch 
0=()g5-4--[U-Welgstsate) © 


c 


ersetzt werden. 


Man denkt sich jetzt (2), (4) und (6) in die Wellengleichung (3) ein- 
gesetzt. Eine weitere Vereinfachung entsteht durch die formale Koordinaten- 
transformation 


— vi 


= (7) 


Vi (w/e)? 


bei der (6) in 
0=—4 (8) 


übergeht. (2) und (4) werden durch 
o(« — vi,y,2)= o(ä Y1— (v/e)?, 7,2)= ft) 


. (9) 
Fi@—vt, y,2)= F(&\1 — (%)0%, 9,2)=F@) 


ersetzt, und die Wellengleichung (3) lautet jetzt zusammen mit ihrer Lösung 
einfach 


—ÄR=2 Pr 10) 


4re|t—V]| 


Beim Übergang auf die ursprünglichen Koordinaten ist 


= 2 dadydz dt 
— dz — 11 
NETTE TeEr u 


zu berücksichtigen. Damit entsteht 


Ult, t) =] gr dee (12) 


4re,/1 — (ve)? y\ u) tu y)’+l2— 7)? 


für das zu berechnende skalare Potential. 


Das zugehörige Vektorpotential Y muß den Gleichungen 
DU = wi mit ji=ov (13) 
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genügen. Weil d wieder ein konstanter Vektor ist, kann diese Gleichung 
auch hier, wie in (711.4), durch 


Ale U= ZU (14) 


gelöst werden, mit U als der Lösung (12). 


Das elektrische Feld wird nun durch den allgemeingültigen Ausdruck 


au oq au var U. vo _au 
€ “oa sta"! (15) 


c? c? 


beschrieben. Im letzten Gleichheitszeichen wurde berücksichtigt, daß die 
spezielle Koordinatenabhängigkeit (4) von U auch hier erlaubt, die Zeit- 


ableitung durch ou oUu_ ou ira 
Eu ee u 
zu ersetzen. Für das Magnetfeld gilt 
0 dv U v U  vo9U v 
ne re en; or Zu 2, ar Te sr Faxe 2) 


weil das hinzugefügte Glied wegen v x d =0 verschwindet. Damit sind 
die Gleichungen (711.4 und 5) auch für hohe Geschwindigkeiten v bestätigt. 
Eine Punktladung e, die sich mit der Geschwindigkeit v entlang der 
x-Achse bewegt, besitzt (ie Ladungsdichte 
evt, y, 2) = edle — ut) öly)ölz). (18) 
Ihr skalares Potential entsteht beim Einsetzen von (18) in (12). Nach 
Durchführung der Integration entsteht 


Te, 2 2 (19) 


Are Vı— (v/e)? BEE Ne a 
(m) ++ 


oder in etwas anderer Form 
Ude el&rc&g 
Via — v1)? + (y?+ 22) (1— (v/e)?) 


Die Äquipotentialflächen U = konst zur Zeit t= 0, genau wie für irgend- 
einen anderen Zeitpunkt ti, sind nicht mehr wie bei der ruhenden Ladung 
Kugeln, sondern in Bewegungsrichtung verkürzte Rotationsellipsoide 
(vergleiche Abb. 713.1). 


(20) 


713 TscHERENnKowstrahlung 


Das Potential (712.20) der bewegten Punktladung wird zur Zeit t=0 


betrachtet: oärte, 


NT re 


(1) 
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Die Potentialflächen bilden eine Flächenschar 
r— P&=konst>0. (2) 
Dabei bedeuten 
L)] 


r=-+y+2 E=yf+2° B=— (3) 


Bereits in [712] wurde festgestellt, daß diese Potentialflächen für v = 0 
Kugeln und für v< c abgeplattete Rotationsellipsoide darstellen. Daneben 


% 


€ 
b) 

ı 
1 
ı 
! B U=1 2 r 
| 
H 

d) 


Abb. 713.1. Potentialflächen schnell bewegter Ladungen, 
a) v=0, b) O<v<e, e)v=c, d)v>c 


2 I 
c) 


sind in Abb. 713.1 noch die Fälle v= c und v >c betrachtet. Im ersten 
Falle v= c entsteht eine Schar von Ebenen x = konst. Im Falle v >c 
entstehen Rotationshyperboloide. Da die Relativitätstheorie die Licht- 
geschwindigkeit im Vakuum c, als höchstmögliche Geschwindigkeit festlegt, 
kann ein solcher Fall nur in Substanzen auftreten. Das oben auftretende c 
ist dann die Lichtgeschwindigkeit in der betrachteten Substanz, und 
diese ist kleiner als c,. Daher kann es durchaus vorkommen, daß ein sehr 
energiereiches Teilchen in der Substanz eine Geschwindigkeit v > c besitzt, 
ohne die Bedingung der Relativitätstheorie v < c, zu verletzen. 


Die Äquipotentialflächen von Abb. 713.1 zeigen nun, daß das ursprüng- 
lich kugelsymmetrisch um die Ladung angeordnete Feid bei der Bewegung 
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»< c von der Ladung zwar mitgeführt wird, aber nicht mehr kugelsym- 
metrisch bleibt. In der Grenze v= c ist vor der Ladung überall U = 0, 
und die Potentialflächen stellen hinter der Ladung Ebenen x = konst dar. 
Bei Geschwindigkeiten v > c ist das Feld nicht mehr in der Lage, der Ladung 
zu folgen. Es entstehen daher ähnliche Verhältnisse wie bei einem Geschoß, 
das sich mit Überschallgeschwindigkeit durch die Luft bewegt, oder wie 
bei einem Schiff, das sich schneller bewegt als die von ihm an der Wasser- 
oberfläche erzeugten Wellen. Das Feld kann der Ladung nicht mehr folgen 
und wird in Wellen schräg nach allen Seiten abgestrahlt. 


abgestrahlte Die in der Zeiteinheit abgestrahlte Lei- 
Energie . 
T stung ist 


. mitgeführte Energie 
San N=-fate 


A (4) 
S=—ExB, 
Ko 


a 
PROBIER: DI 


Er mitgeführle Energie 
abgestrahlte 7 wobei die Integration über einen Zylinder- 


Energie mantel erfolgen soll, der die Elektronen- 
Abb. 713.2. bahn in irgendeinem Abstand a umgibt 
TscHERENKowstrahlung und unendlich lang ist. Er ist in Abb. 713.2 


gestrichelt eingetragen. Auf diese Weise 
bleibt der Transport von Feldenergie in Bahnrichtung der Fragestellung 
entsprechend unberücksichtigt. Von der Energiestromdichte ©, die sich 
mit (712.17) als 


1 > 

S= 5 €xhxE&j=voal'— EC ovE (5) 
0 

darstellt, trägt die Komponente in Richtung d nichts zu (4) bei, da di Lv 

gilt. Diese erstere Komponente von (5) enthält den mit dem Ladungs- 

transport. zusammenhängenden Energiestrom, der schon im Zusammen- 

hang mit (711.7) besprochen wurde. Die verbleibende Leistung 


N=—u[dfEov€ (6) 


wird mit (712.15) durch das Potential U dargestellt. Dabei wird 


uU dv oU U 
vE=v[ Fin ar) Weg 


oU 


und (6) geht über in 
N=—[1— (v/e)?] fa 190 005 


Be (8) 
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Bewegt sich die Ladung in x-Richtung, ist also d = ve,, so hängt das 
Potential nur von den Koordinaten 


Ud)=Ul,) S=Yy+z (9) 
ab, und der Gradient von U wird 
u. 88,1, dc\ OU 
PIE 7” +0 455) ö: N 
_, dU y z\OU __ 80 ,_ OU 
=. + (8% +u) Da, TaIE 


Hier ist e, ein ortsabhängiger Einheitsvektor, der überall von der x-Achse 
weg gerichtet ist, dessen Richtung also mit der von df übereinstimmt. 
Damit gehen die Ausdrücke (7) in 


U U 


ou ou 
u ae 7 ern m) 


über, und es entsteht mit df = 2ra dx für ein Stück des Zylindermantels 


(12) 


oa 
ie IE oU OU 
N=—2rgav[l— (v/c)”] J dx (3: 3% hi 
für die abgestrahlte Leistung. 
Die Auswertung von (12) im Falle einer punktförmigen Ladung mit dem 
Potential (1) berücksichtigt zunächst die spezielle Koordinatenabhängig- 


a Ua, D=F[a’+ (1 (wle)®) 22, 13) 
derzufolge für die Ableitungen 

au U e- ü 

gr ar 77 = [1— (wic)?]25F (14) 


gilt. Damit läßt sich (12) in der Form 


au \? 
= —2 ‚del —— 5 
N TEg® IEZEN FE Da (15) 


darstellen. Im Falle v<c ist U entsprechend Abb. 713.1 symmetrisch bei 
Vertauschungen © — — x, der Integrand antisymmetrisch, und N ver- 
schwindet. Es findet keine Energieausstrahlung durch den betrachteten 
Zylindermantel statt. 


Anders dagegen ist die Situation im Falle v > c, wo nach (1) und der 
Diskussion von Abb. 713.1 entsprechend mit &=a 
| 0 
U= eläne, für  x©2—aflvie?—1l (16) 
| © +[1-- (v/o)?]a® 
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sein muß. In diesem Falle läßt sich das Integral (15) einfach auswerten. 
Dabei wird zunächst 


ara 


N Tore, Je [? —a?((v/o? PP a? ((v/c)? — 1)]° 
(17) 
ev a: (we? — 1% |e-arlwet-1] 
Br ®— ((/e)? — 1) a?]? 


2: = 00 


Offenbar divergiert dieses Integral am Kegelmantel bei x = —aY(v/c)? —1 
und liefert deshalb N = +. oo. Bleibt man bei der Integration um ein 
kleines Stück e links vom Kegelmantel, so wird die obere Grenze 
<= —ay(v/e?—1—e, und mit x?= a?[(v/c) —1]+2aeyY(v/c? —1 geht 


(17) über in 


ev alw/? 1 e& v((v/e)?—1) 


32re, [2aeYwjo®— 1? 128n% & 


Für &>0 wird wieder N—-o. 


(18) 


Diese Überlegungen zeigen, daß tatsächlich im Falle ,>v >c eine 
gewisse Energie den Zylindermantel verläßt, die in erster Linie in der 
Umgebung des Kegels von Abb. 713.2 konzentriert ist. Wie (17) und (18) 
zeigen, ist diese ausgestrahlte Leistung bei punktförmiger Ladung sogar 
unendlich groß. Dieses letztere Resultat entsteht allerdings nur unter zwei 
speziellen Voraussetzungen, die hier zur Vereinfachung der Rechnung ge- 
macht wurden, aber im Experiment nicht erfüllt sind:: Erstens wurde voraus- 
gesetzt, daß die Ladung streng punktförmig ist, und zweitens, daß die 
Lichtgeschwindigkeit c = c,/n der Substanz und mit ihr der Brechungs- 
index n frequenzunabhängig sind. Läßt man die eine oder andere von 
ihnen fallen, so bleibt die ausgestrahlte Leistung N endlich. In diesem 
Ergebnis kommt gleichzeitig auch zum Ausdruck, daß der genaue Wert für 
N in jedem Falle empfindlich sowohl von der Ladungsverteilung als auch 
von der Frequenzabhängigkeit des Brechungsindex abhängt. 


714 Kraitwirkung auf mitbewegte Ladung 


Wieder wird die mit der Geschwindigkeit d = e,v schnell bewegte, aber 
in ihrer Form unveränderliche Ladungswolke von [712] betrachtet. Skalares 
Potential U und Vektorpotential X sind durch die Gleichungen (712.12 
und 14) gegeben. Das zugehörige elektrische Feld ist 

oU oA oU vb OU 


\ dr di Ma (1) 
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und das bei der Bewegung erzeugte Magnetfeld 


0 v U v 
a os er Sr er 2 (2) 


weil der letzte Term von (l) wegen v x d = 0 nichts beiträgt. 


Die Kraft, die diese Ladungswolke auf eine Punktladung mit gleicher 
Geschwindigkeit vd ausübt, ist nach (432.16) die LoRENTzkraft 


K=elE+HxB). (3) 


(Wir stellen uns dabei auf den naiven Standpunkt der nichtrelativistischen 
Physik, daß ® sich beim Übergang zum bewegten System nicht ändert.) 
Unter Verwendung von (1) und (2) entsteht für & der Ausdruck 


R-e|e+2x (-xe)] 


Be ER EUER EI ET) 


(4) 


c? c or 
ou bp OU v ou 
=—e[l— (v/e}?] or ze ce? 9 c? .. or" 


Nach (712.4 und 5) kompensieren sich die letzten beiden Terme in (4). 


Die auf e ausgeübte Kraft läßt sich demnach einfach durch die 
Gleichungen 


= — — V=e[l— (vJe’]U (5) 


darstellen. Trotz vorhandenen Magnetfeldes besitzt $ also eine Gradienten- 
darstellung. Die zugehörige Potentialfunktion V wird als Konvektions- 
potential bezeichnet, während U aus (712.12) zu entnehmen ist. Die 
Potentialflächen von V stimmen mit denen von U überein. 


Besteht die Ladungswolke nur aus einer Punktladung e,, so wird U 
durch (712.19) mit e, statt e beschrieben. Das für die Beschreibung der 
Kraftwirkung auf eine zweite Ladung e wichtige Konvektionspotential V 
wird dann nach (5) 


Pie te NET Vı — tie)? (6) 


Ir Ve) +rer 
Yı— (ve)? 


Die Äquipotentialflächen von V sind dann — genau wie die in Abb. 713.1 
dargestellten Potentiallächen von U — in der x-Richtung abgeplattete 
Rotationsellipsoide. 


In Abb. 714 werden zwei Ladungen e, und e betrachtet, die sich in einem 
Abstand «a beide mit der konstanten Geschwindigkeit d nach rechts bewegen. 
Die von der Ladung e, auf e ausgeübte Kraft wird durch (5) beschrieben. 
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& muß daher ein Vektor sein, dessen Richtung mit der Normalenrichtung 
derjenigen Äquipotentialfläche übereinstimmt, die durch den Ort der 
Ladung e hindurchläuft. Wie Abb. 714 zeigt, liegt St dann aber nicht mehr 
auf der Verbindungslinie x zwischen den beiden Ladungen. Vielmehr übt 
die Kraft ft von Abb. 714 ein Drehmoment D, nämlich D=r x, auf 
die Ladunge aus, das die Verbindungslinie beider mit der Symmetrieachse v 
zur Deckung bringen möchte. Im Falle v=0 gehen die abgeplatteten 
Rotationsellipsoide in Kugeln über, und dieses Drehmoment verschwindet. 
Ganz entsprechende Betrachtungen gelten umgekehrt für die von der 
Ladung e auf die Ladung e, ausgeübte Kraft. Man sollte daher annehmen, 

daß die Beobachtung des besprochenen Drehmoments 


RA zweier gleichzeitig bewegter Ladungen zur Messung der 
Fi «Pr Pr Geschwindigkeit d benutzt werden könnte, mit der sich 
ri 7 diese Ladungen bewegen. 
i & n! Von Trouron und NosLk sehr sorgfältig durchge- 
H aycon ; führte Experimente, die das besprochene Drehmoment 
\ / ° nachweisen sollten, verliefen negativ. Das in Abb. 714 


Su 4 auftretende Drehmoment wurde nicht beobachtet. 
Abb.714. ZumYVer. Dieses negative Resultat wird erst verständlich, wenn 
such von Trovrov man den Meßprozeß zur Bestimmung dieses Dreh- 

und NOBLE moments mit in die Betrachtungen einbezieht. Zur 

Durchführung von Messungen ist es nämlich erforderlich. 
Meßinstrumente mit den beiden Ladungen mitzuführen. die sich also jetzt 
in einem bewegten Koordinatensystem befinden und dort möglicherweise 
andere Werte $ und 7 statt der hier besprochenen Größen $} und V für 
Kraft und Konvektionspotential anzeigen. Ein einfacher Längenmaßstab 
zum Beispiel, dessen atomarer Aufbau im wesentlichen Punktladungen und 
elektrische Felder enthält, erfährt bei Bewegung mit einer Geschwindig- 
keit d Änderungen, bei denen seine Ausdehnung in Bewegungsrichtung 
gegenüber denjenigen senkrecht hierzu um einen Faktor Yl — (v/e)? ver- 
kürzt erscheint. Das liegt daran, daß die elektrischen Felder genau wie die 
Potentialflächen in Abb. 713.1 in Bewegungsrichtung zusammengedrückt 


werden. Die zur Bestimmung von D erforderliche Kraftmessung kann. 
wie in [211] genauer ausgeführt wurde, auf eine Längenmessung (an einer 
Feder) zurückgeführt werden. Für die Messung ihrer Komponenten gilt also 
das gleiche wie bei Ortsmessungen. Dies hat zur Folge, daß an Stelle der 
Komponenten X, und K, die Größen X, und K, beobachtet werden. 
deren Verhältnis 

K, K, 


Free M 


gerade so viel kleiner ist, daß, wie Abb. 714 zeigt, $ in die Richtung t fällt. 
Wegen X —r aber verschwindet das gemessene Drehmoment. Das Dreh- 
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moment ist also (wieder vom naiven nichtrelativistischen Standpunkt aus) 
zwar prinzipiell vorhanden, aber nicht nachweisbar. 


Eine detailliertere Diskussion der Veränderungen, denen die bewegten 
Meßgeräte unterliegen, wird im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie 
durchgeführt. Sie bestätigt diese Überlegungen auch quantitativ. Unter 
anderem stellt sich dabei in (744.5) heraus, daß das beobachtbare Kon- 


vektionspotential 
| v— vi \+r z 
1 — (v/e)? 


P=e0Ü=eyl— (ve? U= 

gegenüber dem entsprechenden Potential der ruhenden Anordnung in 
y- und z-Richtung unverändert bleibt, in x-Richtung allein jedoch um 
einen Faktor Yl—.(v/c)? zusammengedrückt wird. Da die Ausdehnung 
eines materiellen Maßstabes aber durch die Anordnung seiner atomaren 
Kraftfelder bestimmt ist, behält er in y- und z-Richtung seine Ausdehnung 
bei, während er allein in seiner Bewegungsrichtung x um einen Faktor 
Vı—(v/e)? verkürzt wird. Diese sogenannte LoRENTzkontraktion spielt 
für den Aufbau der speziellen Relativitätstheorie eine wichtige Rolle. 
Dort werden Beziehungen zwischen solchen Größen untersucht, die die 
Meßgeräte tatsächlich anzeigen, bei denen also die durch die Bewegung 
hervorgerufenen Veränderungen bereits berücksichtigt sind. 


Übungsaufgabe 


71. Welches scheinbare Magnetfeld erlebt ein Teilchen, das sich im rotationssymme- 
trischen Potential U(r) mit nicht zu großer Geschwindigkeit bewegt? 


72 Messung von Raum und Zeit 


Zusammenfassung: Der MıcHELsonversuch zeigt, daß im bewegten Koordinaten- 
system der Erde kein Ätherwind festzustellen ist. Der negative Ausgang dieses Experi- 
ments ist — genau wie beim Versuch von TROUTON und NoBLE — nur durch die 
LoRENTzsche Kontraktionshypothese zu verstehen, nach der alle bewegten Körper 
in der Bewegungsrichtung um einen Faktor 1 — (v/c)? verkürzt sein sollen. Im Ver- 
gleich zu hypothetischen Maßstäben und Uhren, die absolute Längen und Zeiten zu 
messen gestatten, werden bewegte elektromagnetische Maßstäbe verkürzt und Uhren 
im Gang verlangsamt. Eine Präzisierung des Begriffs Gleichzeitigkeit ist nur durch 
Definition möglich. In allen Bezugssystemen werden Uhren an verschiedenen Orten 
so gestellt, als ob das betreffende System ruhen würde. Zwischen den Maßzahlen 
für Ort und Zeit, die mit so gestellten und außerdem der Zeitdilatation unterliegenden 
Uhren sowie mit kontrahierenden Maßstäben gemessen werden, gilt die LORENTZ- 
transformation, wenn zwischen den absoluten Koordinaten des ruhenden und des be- 
wegten Systems die anschauliche GALILEItransformation vorausgesetzt wird. Die 
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LoRENTzZtransformation 2[v] gilt zwischen den Maßzahlen des absolut ruhenden und 
des mit v dagegen bewegten Bezugssystems. Es gilt aber auch, wie bewiesen wird, 
2[V] zwischen den Maßzahlen zweier Systeme, deren Beziehung zum absolut ruhenden 
Koordinatensystem unbekannt ist. V ist dann die in den Maßzahlen gemessene Relativ- 
geschwindigkeit des einen Bezugssystems gegen das andere. Die LoRENTztransfor- 
mation besitzt einige bemerkenswerte mathematische Eigenschaften (725.15 bis 17), 
die das Rechnen mit ihr erleichtern. 


721 Absolutgeschwindigkeit des Äthers 


Aus der Mechanik ist bekannt, und es wird auch in [731] noch einmal 
besprochen, daß deren Grundgleichungen keine Experimente zulassen, in 
denen Absolutgeschwindigkeiten, also Geschwindigkeiten gegen „den ab- 
solut ruhenden Raum‘, gemessen werden können. Vom Standpunkt der 
Mechanik ist ein solches absolut ruhendes Koordinatensystem daher über- 
haupt nicht definiert. Man fragt nun, ob die Elektrodynamik Möglich- 
keiten bietet, solche Absolutgeschwindigkeiten zu messen. Der in [714] be- 
sprochene Versuch von TROUTON und NOBLE schien geeignet, die gemein- 
same Absolutgeschwindigkeit zweier Ladungen über das auf sie ausgeübte 
Drehmoment zu beobachten. Der Versuch verlief jedoch negativ. Die kon- 
trahierten Maßstäbe lassen nur „scheinbare“ Kräfte $ beobachten, die 
kein Drehmoment auf die Ladungen 
ausüben. 


Eine andere Möglichkeit zur Mes- 
sung von Absolutgeschwindigkeiten 
sollte die Beobachtung der Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeit v; des Lichts 
im Vakuum liefern. Im absolut ruhen- 
den System besitzt diese den Wert c. 
In einem System, das sich mit der 
Absolutgeschwindigkeit v in Ausbrei- 
tungsrichtung des Lichtes bewegt, 

Abb. 721.1. sollte man die Liehtgeschwindigkeit 

Prinzip des MicHELSoNversuchs v5, =c—v beobachten, denn im be- 
wegten System führt das die Licht- 

wellen tragende Medium, der ‚‚Äther“‘, eine scheinbare Bewegung mit der 
Geschwindigkeit —v aus. Die Lichtwelle hat also im bewegten Koordinaten- 
system, anschaulich gesprochen, gegen einen „Ätherwind‘“ anzulaufen. Bei 
entgegengerichteter Bewegung müßte entsprechend v, = c + v gemessen 
werden. v würde sich also aus der Beobachtung von c + v bestimmen lassen. 


* 


1 
Lichtquelle 


Fernronr 


Um Geschwindigkeitsunterschiede von Lichtwellen in verschiedenen 
Ausbreitungsrichtungen möglichst fein zu erfassen, führte MICHELSsoN fol- 
gendes Experiment durch (siehe Abb. 721.1): Er stellte einen halbdurch- 
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lässigen Spiegel schräg auf, so daß ein einfallender Lichtstrahl 1 und 2 zum 
Teil reflektiert (Strahl 2), zum Teil aber auch durchgelassen wurde (Strahl 1). 
Ferner wurden zwei weitere Spiegel an den Enden so angebracht, daß sich 
ein Teil der beiden Komponenten zum Schluß wieder vereinigt. Dabei 
müssen sich die Amplituden 1 und 2 infolge Interferenz entweder aus- 
löschen oder addieren. 


Es wird angenommen, daß das Koordinatensystem, in dem gemessen 
wird, sich mit der Geschwindigkeit © nach rechts bewegt. Gefragt wird nach 
dem Gangunterschied der beiden Strah- 


len bei ihrer Vereinigung. Die Strecken 

von der Lichtquelle zum Spiegel und vom 

Spiegel zum Fernrohr durchlaufen beide 1 Very? 
Strahlen, sie mögen dazu die Zeit {, be- ’ / a 
nötigen. Betrachtet wird zunächst die 

Zeit t,, die der Strahl 1 braucht, um 7 

von der Lichtquelle zum Fernrohr zu 


gelangen. Er durchläuft die Strecke A Abb. 721.2. Weg des Lichtstrahls 2 


nach rechts mit der Geschwindigkeit von Abb. 721.1 
c—v, nach links mit c+v: 
1, E EEG 
ehrt c—v Tr c+v bo+ e—v or ce 1-—-(vJe)2 ' a) 


Nun wird die Zeit t, berechnet. Sie besteht aus i, und der Zeit, die der 
Strahl 2 braucht, um von dem halbdurchlässigen Spiegel aus nach oben 
und wieder zurück zu laufen. Da sich die ganze Apparatur nach rechts 
bewegt, muß der Strahl 2 schräg hinauf- und wieder herunterlaufen, sonst 
würde er den Spiegel gar nicht treffen. (Der Spiegel wird natürlich ent- 
sprechend eingestellt.) Die senkrechte Komponente der Geschwindigkeit 
ist Yc?— v? (siehe Abb. 721.2), so daß man für die Laufzeit 
21, 21, 1 
a=br Ve — » ur ce Y1-—-(vJe)? (2) 


erhält. 


Der Gangunterschied der beiden Teilstrahlen, At = t, — t,, ist für deren 
Interferenz maßgebend. Zur Vereinfachung der Rechnung wird angenommen, 
daß gerade l, = l,=l ist. Dann wird nach (1) und (2) 


21 1 1 
At=t t N 3 
u Er Te) ) 


Wenn die Bewegungsgeschwindigkeit v klein ist im Vergleich zur Licht- 
geschwindigkeit, wird 


nl Dlacoı o 


Es handelt sich also um einen Effekt zweiter Ordnung. 


21 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Mit #0 muß auch At =0 sein. Wenn (bei Bewegung des Koordinaten- 
systems nach rechts) die Apparatur um 90° oder 270° gedreht wird, ver- 
tauschen t, und ti, ihre Werte. Beim Drehen wechselt also der Gangunter- 
schied (4) sein Vorzeichen. Bei den Helligkeitsunterschieden, die durch 
Überlagerung der Wellen 1 und 2 entstehen und mit dem in Abb. 721.1 
eingezeichneten Fernrohr beobachtet werden können, müßte daher un- 
bedingt ein Wechsel von Hell und Dunkel sichtbar werden. MICHELSON 
konnte jedoch keine Änderung des Gangunterschiedes feststellen. Später 
wurde dieser Versuch mit immer größerer Genauigkeit wiederholt, zuletzt 
von Joos. Hier hätte ein Effekt von 2km/h gemessen werden können. 
Trotzdem wurde auch hier bei allen Drehungen der Versuchseinrichtung 
At=0 beobachtet. Der MicHELSoNversuch hätte es ermöglicht, die 
Absolutgeschwindigkeit der Erde im Weltall zu bestimmen. Dieses Experi- 
ment ist aber negativ verlaufen, und es bleibt zu überlegen, wieso. 


Unter den verschiedenen Deutungsversuchen, die nach der Durchführung 
der Experimente gemacht wurden, ist die LORENTZsche Hypothese von 
der Kontraktion aller bewegten Maßstäbe in Bewegungsriehtung die einzige 
Erklärung für den negativen Ausgang der MICHELSoNschen Experimente, 
die nicht auf neue Widersprüche führt. In Abb. 721.1 tritt zweimal die 

“ Länge I auf; einmal längs des Strahls 1, also in der gedachten Bewegungs- 
richtung, zum anderen längs des Strahls 2, also senkrecht dazu. Die 
LoRENTzZsche Kontraktionshypothese verlangt nun, den verschwindenden 
Gangunterschied (3) durch 


2 v I 
Ati= —_ = b} 
c | 1— (vfe)® VL (vJe)? } a (5) 


zu beschreiben. Dabei ist !’ die entsprechend der LoORENTzschen Hypo- 
these kontrahierte Länge, die sich aus (5) zu 


’=1Y1— (vJc) (6) 


ergibt. Somit kann dann beim Drehen der Anordnung von Abb. 721.1 
grundsätzlich keine Änderung des Gangunterschieds beobachtet werden. 
Damit ist gezeigt, daß die LoRENTzsche Kontraktionshypothese nicht nur 
den negativen Ausgang des TROUTON-NoBL&schen Versuchs, sondern auch 
den des MICHELSoNschen Versuchs vorläufig erklärt. 


722 FEichung von Maßstäben und Uhren 


Bei elektrodynamischen Phänomenen zweiter Ordnung in v/c machen 
sich also Schwierigkeiten bemerkbar, die nicht unmittelbar unser Begriffs- 
system über Raum und Zeit in Frage stellen, sondern vielmehr zunächst 
nur daher rühren, daß die verwendeten Meßinstrumente durch die Bewegung 
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verändert werden. Die MiCHELSoNsche Apparatur zum Beispiel war wegen 
ihrer Kontraktion bei Bewegung nicht in der Lage, eine Aussage über deren 
Geschwindigkeit zu machen. Vor allen weiteren Überlegungen ist es daher 
notwendig, die zur Messung von Raum und Zeit benötigten Maßstäbe und 
Uhren einer kritischen Diskussion zu unterziehen. 


Raum und Zeit eines physikalischen Ereignisses wurden bislang durch 
die Koordinaten x, t eines absolut ruhenden Koordinatensystems gemessen, 
mit dem die Koordinaten & und t eines bewegten Systems über die GALILEI- 
transformation 


iexr—vt; t=t (1) 


zusammenhängen. v ist die Geschwindigkeit, mit der sich der Koordinaten- 
ursprung 7 = 0) des bewegten Systems im ruhenden System längs der x-Achse 


bewegt. Bisher wurde still- 

schweigend angenommen, daß IT abs. Maßstab 
die in (1) vorhandenen Größen " hend 

Se ee Fe as usa Ben ur 2 
Maßstäben und Uhren ohne x:0 17 23 #5 


weitere Problematik gemessen 
werden könnten. Ist aber die 


LoREnTzsche Kontraktions- MT Tin abs. Maßstab 
hypothese richtig, so bedarf ge- Ey bewacl i 


rade die letztere Annahme einer 
kritischen Diskussion. 


el. Maßstab 
:or23%#5 


Für das Folgende unterschei- Abb. 722.1. Maßstab und Koordinate 
den wir Maßstäbe und Uhren, 

die im Sinn von [714] aus ‚elektromagnetischer Materie“ aufgebaut sind, 
von den bisherigen absoluten Maßstäben und Uhren, die nicht kontrahieren 
und von denen wir zunächst annehmen, daß es sie außerdem gibt. Mit 
ihnen legen wir wie bisher die Koordinaten x, t, & und t in (1) fest. Nun 
betrachten wird einen elektromagnetischen Maßstab nach Abb. 722.1, auf 
dem bestimmte Maßzahlen X = 1, 2,3, ... eingeprägt sind. Diese Maß- 
zahlen können so geeicht werden, daß sie im ruhenden Koordinatensystem 
die Raumkoordinate x richtig messen. Dann ist 


a=X. (2) 


Ein so geeichter Maßstab wird nun ins bewegte Koordinatensystem ge- 
bracht. Wegen der Kontraktion liegen seine Eichpunkte, die nunmehr 
mit X bezeichnet werden, dichter beieinander. Eine mitbewegte Strecke £ 
wird also durch die Maßzahlen X des mitbewegten elektromagnetischen 
Maßstabs an Hand der Formel 


a1" u 8) 
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berechnet und gemessen. Den gleichen Maßzahlen X entsprechen also 
kleinere Entfernungen &, daher der Wurzelfaktor in (3), der kleiner als 
eins ist. 


Als nächstes ist der Gang elektromagnetischer Uhren zu diskutieren. 
Als besonders einfach und in ihren Konsequenzen durchsichtig werden 
speziell Uhren gewählt, die wie in Abb. 722.2 konstruiert sind. Diese 
Uhren funktionieren im ruhenden Koordinatensystem wie folgt: An den 
Enden eines Maßstabs der Länge / befindet sich links eine Lichtquelle Q, 
die kurzzeitige Impulse auszusenden imstande ist, und rechts ein Spiegel S, 
der diese Impulse reflektiert. Ein Impuls, der bei Q ausgesandt wird, 
durchläuft zweimal die Strecke Z mit der Geschwindigkeit c, gelangt also 
nach der Zeit AT = 2Il/ce wieder nach @. Durch irgendeine technische 

Vorrichtung wird dafür gesorgt, daß der nach Q 
Q 5 zurückgekehrte Lichtimpuls sofort einen neuen 

Impuls auslöst uud einen bei Q befindlichen 

Zeiger um ein Stück weiterrückt. Die von dieser 
Es 1 „| Uhr gemessene Zeit wird im ruhenden Koordi- 
natensystem mit 7 bezeichnet. Die Anzeige- 
punkte des Zeigers markieren die Zeiten 


T=0, AT, 24T, .... (4) 

Diese Uhr wird im ruhenden Koordinatensystem mit anderen, absoluten 
Uhren verglichen und geeicht, so daß sie in der Lage ist, in der Form 
be (5) 


Abb. 722.2. „Elektro- 
magnetische“ Uhr 


im ruhenden Koordinatensystem die absolute Zeit zu messen. 


Nunmehr wird die gleiche Uhr im bewegten Koordinatensystem betrachtet. 
Der Zeigerausschlag der Uhr zeigt jetzt die mit T bezeichneten Maßzahlen 
an. Die absolute Zeit At, die von einem Sprung des Zeigers bis zum 
nächsten vergeht, ist aber jetzt eine andere, weil die Ausbreitungs- 
geschwindigkeiten jetzt c+v sind und auch die Strecke I kontrahiert ist. 
Die verstrichene absolute Zeit ist 


- I T 21 1 
At cv T c+v c 1-(pfe)% 


21 Yıl-we® _ 21 1 


c 1-(vle)? ce Vı- je” ’ 


(6) 


die angezeigte aber AT = 2 Je. 


Der Zusammenhang zwischen der Zeit ? und der von der Uhr im be- 
wegten Koordinatensystem angezeigten Zeit T ist also 
T 


mer 


(7) 
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Während (3) die sogenannte Längenkontraktion darstellt, bezeichnet man 
den in (7) und Abb. 722.3 dargestellten Zusammenhang als Zeitdilatation, 
worunter das Langsamerlaufen 


der Uhr im bewegten Koordi- 
natensystem verstanden wird. abs. Uhr abs. Uhr 


723 Das Problem der Gleich- ruhend bewegf 


zeitigkeit 
Nach dem bisher Gesagten el.Uhr el. Uhr 
ist es ohne weiteres möglich, 


zwei Uhren, die sich am gleichen 

Ort befinden, aufeinander zu Abb. 722.3. Absolute und relative Zeit 
eichen. Schwierigkeiten dagegen 

treten auf, wenn sich die Uhren an verschiedenen Orten A und B befinden 
und man auf elektromagnetisch funktionierende Apparate angewiesen 
ist. Dann nämlich ist es nicht möglich, unendlich rasch Signale zwischen 
A und B auszutauschen, da als höchste Signalgeschwindigkeit hier nur 
die Lichtgeschwindigkeit c des Vakuums in Betracht kommt. Aus diesem 
Grunde muß beim Stellen der Uhren die Laufzeit des Signals mit berück- 
sichtigt werden. Die Möglichkeit, die Uhr B nach A zu transportieren, 
dort zu stellen und anschließend an ihren Ort B zurückzutransportieren, 
wird hier ausgeschlossen, weil sie sich anschließend schwer auf elektro- 
magnetische Uhren übertragen läßt, die, wie besprochen, bei der Bewegung 
nicht gleichmäßig weiterlaufen. 


Im ruhenden Koordinatensystem kann man sich durch die Anord- 
nung von Abb. 723 helfen. Die 
Strecke x zwischen A und B 
wird unter Verwendung von 
Maßstäben halbiert. In der mit 
© bezeichneten Mitte der Strecke 
werden zwei Spiegel unter 45° 
aufgestellt, vor denen sich ein 
mit einem Fernrohr ausgerüste- Abb. 723. Zur Definition der Gleichzeitigkeit 
ter Beobachter befindet. Nun 
soll die bei B befindliche Uhr so gestellt werden, daß sie die gleiche Zeit 
wie die Uhr A anzeigt. Die Lichtstrahlen beider Uhren, die der Beobachter 
in seinem Fernrohr nebeneinander sieht, benötigen die gleiche Laufzeit 
i4=tp = x/2c. Nach den Anweisungen des Beobachters wird die bei B 
befindliche Uhr so lange korrigiert, bis beim Beobachter beide Uhren A. 
und B dieselbe Zeit anzeigen. Damit ist der Gleichlauf der beiden Uhren 
gesichert. 


Beobachter 
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Nunmehr wird der Fall betrachtet, in dem sich beide Uhren mit kon- 
stanter Geschwindigkeit v nach rechts bewegen. In dem System, in dem 
diese Anordnung ruht, wird also ein Ätherwind von der Geschwindigkeit 
va = —v beobachtet, der nach links gerichtet ist. Für die von A und B 
zum Beobachter C' laufenden Lichtsignale hat dies unterschiedliche Lauf- 
geschwindigkeiten zur Folge. Es ist nämlich 


Cd=c—v GB=c-+v. (1) 


Um auch jetzt noch den Gleichlauf der bei A und B befindlichen Uhren zu 
gewährleisten, müßte der Beobachter C die unterschiedlichen Laufzeiten 


ta=äj2cı ts = &/2cg (2) 


berücksichtigen. Er müßte die Einstellung der Uhr bei B so korrigieren, 
daß diese Uhr, in seinem Fernrohr verglichen mit derjenigen von A, so viel 
vorgeht, wie die Differenz der Laufzeiten (2) t3—t, ausmacht. Mit dieser 
Vorschrift wäre der Gleichlauf der Uhren auch in einem System gesichert, 
das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt. Allerdings müßte er hierzu den 
Wert von v kennen. 


Die beiden letzten Absätze zeigen, daß man etwas über die Absolut- 
geschwindigkeit des Koordinatensystems wissen muß, um zwei an ver- 
schiedenen Orten befindliche Uhren auf Gleichlauf bringen zu können. Im 
ersten Falle muß man wissen, daß das System wirklich absolut ruht, im 
zweiten Falle, daß es sich mit der Geschwindigkeit v gegen den ‚absolut 
ruhenden Raum‘ bewegt. Diese Geschwindigkeit v ist aber zumindest 
einstweilen nicht bekannt. Es muß also eine andere, wirklich durchführbare 
Vorschrift zum Einstellen der Uhren, die sich an verschiedenen Orten 
befinden, gegeben werden. 


In der vorliegenden Situation bleibt nichts anderes übrig, als die Gleich- 
zeitigkeit zweier Uhren durch eine Meßvorschrift willkürlich zu definieren: 
Um eine in Abb. 723 bei B befindliche Uhr nach der bei A befindlichen zu 
stellen, verfahre man wie vorher im ruhenden System. Man stelle also ohne 
Rücksicht auf die Absolutgeschwindigkeit des betreffenden Koordinaten- 
systems die bei B befindliche Uhr so, als ob das betreffende Koordinaten- 
system ruhen würde. Ruht das System tatsächlich, so laufen wegen 


ia=ts (3) 


die Uhren wirklich gleich. Bewegt sich das System dagegen mit einer 
Geschwindigkeit v, so ist die bei B befindliche Uhr durch die vorliegende 
Einstellvorschrift zwar im Grunde genommen falsch gestellt, aber in einer 
Weise, die sich rechnerisch kontrollieren läßt. 


Die im bewegten Koordinatensystem auftauchenden Zeiten und Orte 
werden mit f und & bezeichnet. In dem Augenblick, in dem die linke Uhr 
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die Zeit #(0) anzeigt, sieht wegen der endlichen Laufzeit der Beobachter 
auf dem Zifferblatt die Zeit &(0) —t,. Während die rechts bei B befindliche 
Uhr die Zeit f(£) anzeigt, stellt der Beobachter wiederum wegen der end- 
lichen Laufzeit die Zeit t(&) —t, fest. Nach der hier durchgeführten 
Definition der Gleichzeitigkeit aber sind beide Uhren so gestellt, daß der 
Beobachter gleiche Zeiten feststellt. Diese Bedingung lautet also 
20) —ta=t(&) — tg 
£ = E (4) 


2(c—v) u 2(c+v) 


us 
Die vorliegende Definition der Gleichzeitigkeit führt im bewegten Bezugs- 


system also zu einer unterschiedlichen „Ortszeit“ 


zZ = vr 


18) = 0) — Be = 2(c+o) = av! 


(5) 


Beim Übergang zum ruhenden System mit v= 0 wird ? wieder unabhängig 
vom Ort. 


Es mag bei diesen Überlegungen merkwürdig anmuten, daß man in 
bewegten Koordinaten die Uhren nach einer Vorschrift (Abb. 723) ein- 
stellt, von der man von vornherein weiß, daß sie falsch ist in dem Sinne, 
daß entsprechend (5) die von einer Uhr angezeigte Zeit vom Ort abhängt, 
an dem sie sich befindet. Andererseits aber muß man sich vor Augen 
halten, daß dies — da man keine unendlich großen Signalgeschwindigkeiten 
zur Verfügung hat — die einzige Möglichkeit ist, zwei ortsfeste Uhren an 
verschiedenen Orten aufeinander einzustellen, wenn man die Geschwindig- 
keit, mit der sich das gesamte System bewegt, nicht kennt. Daß diese 
Definition der Gleichzeitigkeit widerspruchsfrei ist, wird in U 72 ge- 
zeigt. 


724 Die Lorkxtztransformation 


Man kann die drei Untersuchungen — Längenkontraktion, Zeitdilatation 
und das Problem der Gleichzeitigkeit beim Stellen von Uhren an ver- 
schiedenen Orten — benutzen, um anzugeben, wie sich die Maßzahlen der 
Uhren und Maßstäbe zwischen einem ruhenden und einem bewegten Ko- 
ordinatensystem transformieren, d.h. wie X, Tin X, T übergeht. Durch 


Ne T=t (1) 


wurden die Maßstäbe und Uhren im ruhenden System geeicht. Im bewegten 
System ist der Maßstab verkürzt 


= X Y1- (ve), (2) 
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und der Zeitablauf # verlängert: 


i=T/Y1— (jo). (3) 
Zwischen den Koordinaten gilt die Gauıneıtransformation 
i=x—vt (0) = 1(0), (4) 


wobei die absolute Zeit im ruhenden Koordinatensystem von x unabhängig 
ist: 

t(&) =t(0). (5) 
Im absolut ruhenden Koordinatensystem lassen sich alle Uhren auf dieselbe 
Zeit stellen. 


Mit (4) und (5) wird aus der Definition der Gleichzeitigkeit nach Formel 
(723.5) 


® v D) z— vi 


1(&) = £(0) e 1 pop FE £(0) ‚<= Te (v/c)? (6) 
und weiter mit (5) 
7 __ to vafe 


Aus (2) erhält man mit (4) und (l) einen nur von den Maßzahlen X, T 
abhängigen Ausdruck für X: 
u 5 x — vi X—-vT 


X= ; 8 
Yı- (w/e)? Yı — (Je)? Vı — (v/e)? (8) 

Entsprechend erhält man aus (3) mit (7) und (1) 
Fi ii (we t— vajc? T—vX/ec? (9) 


Vı- (we? VI (wo% 


Zusammenfassend bestehen also zwischen den wirklich beobachtbaren 
Maßzahlen die Beziehungen (LorExtztransformation) : 


u X—vT A T—vX]/e? 
X T= —————, 
N wie? ERTZE er 


Die Unterschiede zwischen den beiden Relationen (4) und (10) liegen ent- 
sprechend den Voraussetzungen, aus denen sie abgeleitet wurden, einmal 
in der Ortsabhängigkeit des Zeitmaßes, zum anderen im Auftreten der 
Wurzelfaktoren, die durch die Besonderheiten der Längenkontraktionen 
und Zeitdilatationen hervorgerufen werden. Während in der GALILEI- 
transformation (4) beliebig große Geschwindigkeiten des bewegten Systems 
denkbar sind, bleibt die LORENTZtransformation (10) nur sinnvoll für 
®<.c. Jeder mit Lichtgesch windigkeit bewegte Maßstab schrumpft auf die 
Länge Null zusammen. In der LorENxtztransformation tritt daher die 
Lichtgeschwindigkeit als größte Absolutgeschwindigkeit auf. 
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725 Eigenschaften der Lorentztransformation 


Die Transformation der Maßzahlen für den speziellen Fall, daß man 
Maßstäbe und Uhren eines absolut ruhenden Systems & und eines mit 
der Geschwindigkeit v, bewegten Systems & vergleicht, lautet: 

Kerr De 
VI (Je)? Vı- (vi/e)? 


Die Auflösung dieser Gleichungen nach X und T ergibt die von (l) nur 
wenig verschiedenen Gleichungen für die Umkehrtransformation: 


(1) 


X-iT T—,X/e 
Xeon 4 ee re A 2 
Vı- (,/e) Yı - @/e%® 


mit d%, = —v.. 

Ein weiteres Koordinatensystem F wird hinzugenommen, desseu Ur- 
sprung sich mit der Geschwindigkeit v, gegen & bewegt. Die Transformation 
der Maßzahlen lautet hier wie in (1) 

X—1%7T T— v,Xjc? 


ER ui ER Brad, 1 3 
VI (vgje)? Vı- (Je)? ) 


Es interessiert jetzt die Relation zwischen den Maßzahlen zweier bewegter 
Systeme I aid Pr Syrabolisch werden die Transformationen (2) und (3) 
durch X,T u X,T AR ‚T charakterisiert. (2) in (3) eingesetzt ergibt 


(4) 


Es soll versucht werden, die Transformation zwischen dem ein- und dem 
zweigestrichenen Koordinatensystem durch eine Transformation vom Typ 
der LORENTztransformation darzustellen. Wir setzen also an: 
u Yv V T “ 
RE u (5) 
h= 27773 

und fragen, welche Voraussetzungen erfüllt sein müssen, damit (4) sich 

in der Form (5) darstellen läßt. Zunächst wird (4) weiter umgeformt: 
v_ (1-+ö,0y/ec?) X—- (6, +%)T (6) 
N1- (fo? YI— (oefo)? 
Betrachtet man nun den Faktor, der in (5) und (6) vor X steht, so sollte 
1 ER 1+ ,v3/c? (7) 

Vı= (ro?  Yı- re? Yı—(nzfor® 


sein. Aus dem Vergleich der Faktoren von T in (5) und (6) ist 


Vv + % (8) 
Yı-(r/o®  Yı= (r/o® VI— (wafe)? 
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zu fordern. Nach Division von (8) durch (7) entsteht 


Ö, + %—dy 
F 1+5,%/e&  1—vydgfe? " (9) 


Es muß noch gezeigt werden, daß (7), (8), (9) einander nicht widersprechen. 
Mit (9) bilden wir die linke Seite- von (8), bzw. deren Quadrat 


v: (ö, + 22)? (ö, + 92)? (10) 


und erhalten die rechte Seite von (8). Entsprechend läßt sich (7) verifizieren. 
V ist die von den Maßzahlen X und T des Systems & angezeigte Ge- 


schwindigkeit, also die Relativgeschwindigkeit zwischen & und &. Der 
Ursprung von 2 genügt mit (5) nämlich der Gleichung 
X=0 X=VT. (11) 


Nach (9) ist die Relativgeschwindigkeit V eine Funktion der Absolut- 
geschwindigkeiten v, und v,. Die mit elektromagnetischen Maßstäben und 
Uhren gemessene scheinbare Relativgeschwindigkeit V hat einige inter- 
essante Eigenschaften. Da stets v, <c und ,<c ist, kann auch V 
nie größer als die Lichtgeschwindigkeit werden. Würde das Glied im Nenner 
nicht stehen, könnte V beliebige Werte zwischen 0 und 2c annehmen. 
So aber bleibt V <c und wird selbst im Falle ö, = c bei beliebigem Wert 
a > yv__+% c+% (12) 


— c. 
1 + cvz/e? er +0 


Wenn also eine der beiden Absolutgeschwindigkeiten mit der Lichtgeschwin- 
digkeit identisch ist, dann kann die andere einen beliebigen Wert annehmen. 
Die gemessene Relativgeschwindigkeit V wird doch nur gleich der Licht- 
geschwindigkeit. Betrachten wir z. B. die Achse eines ruhenden Koordi- 
natensystems. Irgendein Gegenstand bewege sich auf ihr mit der Ge- 
schwindigkeit c nach rechts, ein anderer mit der Geschwindigkeit v, nach 
links. Die Relativgeschwindigkeit sollte der Anschauung nach größer als c, 
nämlich c + v, sein. Aber die Uhren und Maßstäbe sind offenbar so be- 
schaffen, daß man mit ihnen eine Relativgeschwindigkeit V mißt, die nicht 
gleich der Summe, sondern wiederum mit c identiseh ist. Auf die Geschwin- 
digkeitsmessung selbst braucht man dabei also überhaupt nicht einzugehen. 


Die LorRENTztransformation (1) besitzt einige mathematische Eigen- 
schaften, die zum Teil schon in den Gleichungen (1) bis (12) verwendet 
worden sind. Die Transformation (1) überführt zwei Zahlen X, T in zwei 
andere X, T. Dafür wird symbolisch 


(„)=2m1lz) (13) 
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geschrieben. Da die Transformation linear ist, läßt sich &[»,] durch eine 
Matrix darstellen mit den Komponenten 


1 1 —v 
Slal u yı — (vı/e)? Be 1 ) j 0 


Man überzeugt sich leicht, daß die Determinante der Matrix gerade den 
Wert 1 besitzt. 


Man kann weiter, ohne sich um die Matrizendarstellung zu kümmern, 
(13) als eine symbolische Gleichung auffassen, wobei 2[v,] speziell diejenige 
Lorentztransformation sein soll, bei der sich der Ursprung des bewegten 
Koordinatensystems & mit der Geschwindigkeit v, im System & bewegt. 
Im Falle v, = 0 geht % in die identische Transformation über 


| 81011. | (15) 


Die umgekehrte Transformation wird mit 2-1 bezeichnet. Nach (2) wird 


sie durch 
etvj=8l-rv] (16) 


dargestellt. In (3), (4) und (5) werden zwei aufeinanderfolgende LORENTZ- 
transformationen betrachtet. Ersetzt man in den dortigen Bezeichnungen 
die Geschwindigkeit 5, formal durch v, und V durch Gleichung (9), so gilt 


RICH EIN nr En am) 


I+o je 


wie durch die Gleichungen (4) bis (10) bewiesen wurde. Da die rechte Seite 
von (17) bei Vertauschungen der Indizes 1 und 2 unverändert bleibt, spielt 
die Reihenfolge der beiden Transformationen &[v,] und &[v,] keine Rolle. 
Diese in (13) bis (17) enthaltenen rein mathematischen Eigenschaften 
werden im weiteren Text noch mehrfach herangezogen. 


Übungsaufgabe 


72. Man zeige, daß die Definition der Gleichzeitigkeit widerspruchsfrei ist, d.h., 
daß sie zu einer eindeutigen Ortszeit führt. 


73  Relativitätstheorie 


Zusammenfassung: Bezugssysteme, die sich durch GALILEItransformationen 
voneinander unterscheiden, werden mechanisch in keiner Weise ausgezeichnet. Aus 
diesem Grunde lassen sich mit mechanischen Experimenten nur Relativgeschwindig- 
keiten messen, nicht aber Geschwindigkeiten gegen einen (fiktiven) absoluten Raum. 
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In der Elektrodynamik lassen sich gleichfalls keine Absolutmessungen durchführen, 
wenn nur Maßstäbe und Uhren elektromagnetischen Ursprungs zur Verfügung stehen. 
Das Eınsteinsche Relativitätspostulat hat zum Inhalt, daß sich alle Maßstäbe und 
Uhren, auch die nichtelektrischen Ursprungs, in bewegten Bezugssystemen wie die 
elektromagnetischen Maßstäbe und Uhren verhalten. Aus diesem Grunde ist die Ver- 
wendung der bisherigen Koordinaten für Zeit und Raum unzweckmäßig. Als Koordi- 
naten werden die von den Maßstäben und Uhren wirklich angezeigten Maßzahlen ver- 
wendet. Der Vergleich zweier relativ gegeneinander bewegter Maßstäbe zeigt, daß jeder 
dieser Maßstäbe bei einer Messung im jeweils anderen, also relativ bewegten System, 
um einen Faktor /1 — (v/c)* verkürzt erscheint. In analoger Weise werden zwei relativ 
gegeneinander bewegte Uhren vom jeweils anderen Bezugssystem als zu langsam 
gehend angesehen, wieder um einen Faktor yı — (v/e)?. Ebenfalls im Rahmen 
dieser physikalischen Beschreibung allein durch Maßzahlen stellt sich heraus, daß 
zwei Geschwindigkeiten v, und v, sich nicht einfach additiv überlagern, sondern 
eine resultierende Geschwindigkeit v = (v, + v,)/(l + v}v,/c?) ergeben, die kleiner als 
v, + v, ist und den Wert c nicht übersteigen kann. Aus diesem Grunde bleibt der 
Lichtkegel ı? = (ct)? beim Übergang zum bewegten Koordinatensystem invariant. 


731 Relativitätsprinzip der Mechanik 
Mechanische Massenpunkte bewegen sich auf einer Kurve r=r(f) und 
genügen dabei der Bewegungsgleickung 
mi= gt, ...). (1) 
Im Falle £ = 0 wird (1) als Trägheitsgesetz bezeichnet: Der Massenpunkt 
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Diese Gleichung gilt nur 
in bestimmten Koordinatensystemen, die als Inertialsysteme bezeichnet 


werden. Es ist zu untersuchen, wodurch sich die verschiedenen Inertial- 
systeme voneinander unterscheiden. 


Gilt in einem anderen Koordinatensystem, dessen Ortsvektor rt, ist, die 
Bewegungsgleichung ebenfalls in der Form 


mi=slt,..)=fftlt),...]; (2) 
so ist das nur unter der Voraussetzung 
et (8) 
möglich. Bei einmaliger Zeitintegration entsteht hieraus 
t=t—v, (4) 


mit vd als Integrationskonstante. Ein Punkt, der im Koordinatensystem t 
ruht, etwa der Ursprung t= 0, hat im System r die Geschwindigkeit 
t = vd. Demnach bedeutet d die Geschwindigkeit, mit der sich das Koordi- 
natensystem i gegen das System r bewegt. Eine weitere Zeitintegration 


liefert ee a a 
tern. | (5) 
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to bedeutet im Bezugssystem t denjenigen Punkt, an dem sich zur Zeit 
t = 0 der Ursprung t = 0 des bewegten Bezugssystems befindet. 


Geht man von r durch eine Koordinatentransformation (5) mit be- 
liebigen Zahlenwerten für vd und r, zu einem anderen Bezugssystem T 
über, so bleibt, wie hier gezeigt wurde, die mechanische Grundgleichung 
(1) bzw. (2) unverändert. Die mechanischen Bewegungsgleichungen bleiben 
invariant beim Übergang zwischen Systemen, die sich mit konstanter 
Geschwindigkeit gegeneinander bewegen. Die Inertialsysteme unterscheiden 
sich also nur durch Transformationen vom Typ (5) voneinander. Diese 
werden als @AuıteEıtransformationen bezeichnet. 


Die Invarianz der mechanischen Bewegungsgleichungen gegen GALILEI- 
transformationen hat zur Folge, daß man durch rein mechanische Versuche 
nicht in der Lage ist zu sagen, ob man sich in einem ruhenden oder mit 
konstanter Geschwindigkeit bewegten Koordinatensystem befindet. Der 
Begriff „absolut ruhend‘“ ist also vom Standpunkt der Mechanik überhaupt 
nicht definiert, weil er durch keinerlei Experimente ermittelt werden 
kann. Es ist daher im Rahmen der Mechanik nur möglich, von Relativ- 
geschwindigkeiten zu sprechen. 


Ganz anders ist die Situation bei Drehungen. Im gedrehten Koordinaten- 
system bleiben die mechanischen Grundgleichungen nicht invariant, sondern 
es treten zusätzliche Scheinkräfte auf, die CorıoLiskraft und die Zentri- 
fugalkraft. Aus diesem Grunde ist es durchaus möglich, festzustellen, ob 
ein System eine Drehung durchführt oder nicht. Man ist formal zunächst 
gezwungen, anzunehmen, daß hier eine Drehung gegen den absoluten (un- 
gedrehten) Raum erfolgt. Möglicherweise aber — und die allgemeine 
Relativitätstheorie legt dies nahe — sind auch diese absolut nachweisbaren 
Drehungen nur als Relativdrehungen gegenüber der Gesamtheit aller 
Fixsterne zu verstehen. 


Daß im Rahmen mechanischer Experimente nur Relativgeschwindig- 
keiten, nicht aber Geschwindigkeiten gegen den absoluten Raum beobachtet 
werden können, ist der Inhalt vom sogenannten Relativitätsprinzip der 
Mechanik. 


732 Das Eınsteinsche Relativitätsprinzip 


Die konsequente Berücksichtigung der LORENTztransformation für Maß- 
stäbe und Uhren sowie die Definition der Gleichzeitigkeit von Uhren an 
verschiedenen Orten hat, sofern man sich auf die Benutzung kontrahierender 
Maßstäbe beschränkt, eine sehr eigentümliche Situation geschaffen. Es muß 
zwischen absoluten Koordinaten x, £ und &, ? ruhender und bewegter 
Systeme einerseits und entsprechenden, durch die Instrumente angezeigten 
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Maßzahlen X, T und X, T andererseits unterschieden werden. Vom Stand- 
punkt der absoluten Koordinaten aus gestatten die elektrodynamischen 
Phänomene, wie zum Beispiel die Lichtausbreitung, durchaus eine Messung 
der Absolutgeschwindigkeit v, irgendeines Bezugssystems gegen den Äther. 
Die Meßinstrumente aber zeigen nur die Maßzahlen an. Zwischen Maßzahlen 
und absoluten Koordinaten bestehen zwar eindeutige Zusammenhänge, die 
aber die Absolutgeschwindigkeit v, enthalten. 


Wollte man also die Absolutgeschwindigkeit v, des eigenen Bezugssystems 
ermitteln, müßte man ein geeignetes elektrodynamisches Phänomen be- 
obachten und die dabei gefundenen Maßzahlen auf absolute Koordinaten 
umrechnen. Für die Umrechnung aber benötigte man wieder die Kenntnis 
derjenigen Größe, die man bestimmen will, nämlich von v,. Da sich die 
Glieder mit v, immer gerade herausheben, entzieht sich die Absolut- 
geschwindigkeit v, jedoch auch hier ihrer Bestimmung. 


Zur Lösung der Schwierigkeiten bleibt zunächst nichts anderes übrig, 
als nach nichtkontrahierenden Maßstäben zu suchen, nach solchen also, die 
nichts mit Elektrodynamik zu tun haben und demzufolge der LORENTZ- 
kontraktion nicht unterliegen. Hat man solche Maßstäbe gefunden, dann 
wird die Absolutgeschwindigkeit v, sofort zur physikalisch meßbaren 
Größe. Man brauchte nur zwei Maßstäbe verschiedenen Typs zu vergleichen, 
um aus ihrem Verhältnis Yl — (v,/c)? die Absolutgeschwindigkeit v, zu 
entnehmen. Solche absoluten Maßstäbe aber sind bis heute nicht entdeckt 
worden. 


Auf den entgegengesetzten Standpunkt stellte sich EINSTEIN in seiner 
Relativitätstheorie. Er setzte voraus, daß auch eine die mechanischen und 
elektrodynamischen Phänomene gleichzeitig enthaltende Welt dieselbe 
Eigenschaft besitze wie eine rein mechanische bzw. rein elektrodynamische, 
nämlich, daß in ihr die Absolutgesehwindigkeit v, nicht definiert sei. Dafür 
aber hatte er eine ganze Reihe anderer Konsequenzen zu ziehen, die nach- 
folgend erläutert werden. Die Richtigkeit einer solchen Hypothese aber 
steht und fällt mit der experimentellen Bestätigung ihrer Konsequenzen, 
die hier in allen Details gefunden werden konnte. 

Die Annahme, v, sei unmeßbar, hat zunächst zur Folge, daß die absoluten 
Koordinaten x, t nicht mehr als physikalisch meßbare Größen angesehen 
werden können. Alle absoluten Größen wie x, t, v sind unmeßbar und 
müssen aus den Gleichungen eliminiert werden. An ihre Stelle treten die 
Maßzahlen X, T, die durch LoRENTZtransformationen in verschieden 
bewegten Bezugssystemen miteinander verknüpft werden. So gilt zwischen 
den Maßzahlen X, T und X, T zweier zueinander bewegter Systeme die 
LoRENTztransformation (725.5) mit der Relativgeschwindigkeit V, deren 
Darstellung (725.9) durch zwei absolute Geschwindigkeiten v, und v, hier 
allerdings ihren (nachprüfbaren) Sinn verliert. 
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Innerhalb der Elektrodynamik fordert die Relativitätstheorie, daß auch 
dort alle Inertialsysteme, deren Maßzahlen durch LoRENTztransforma- 
tionen miteinander verbunden werden, gleichwertig sind und somit un- 
unterscheidbare Bezugssysteme darstellen, in denen dieselben Gleichungen 
gelten, und in denen zum Beispiel auch die Wellengleichung des Lichts 
ihre ursprüngliche Form beibehält. 


Für die übrigen physikalischen Theorien fordert die Relativitätstheorie, 
daß auch mit ihnen konstruierbare Maßstäbe und Uhren kontrahieren bzw. 
dilatieren, daß also diese Theorien wie die Elektrodynamik unabhängig 
vom Bezugssystem sind und die Absolutgeschwindigkeit v, eines speziellen 
LORENTZsystems nicht zu messen gestatten. Das bedeutet aber, daß die 
Grundgleichungen aller physikalischen Theorien, in den Maßzahlen X, 7 
statt in den bisherigen absoluten Koordinaten x, t dargestellt, sich einer 
LORENTZtransformation gegenüber in gleicher Weise invariant verhalten 
müssen, wie das in [731] für das mechanische Grundgesetz gegenüber 
GALILEItransformationen bewiesen wurde. 


Fast alle physikalischen Gleichungen, auch die der Mechanik, müssen 
dabei durch andere ersetzt werden, die den Forderungen der Relativitäts- 
theorie gerecht werden. Da letztere sich aber hauptsächlich im Auftreten 
von Faktoren Yl1— (v/c)? bemerkbar macht, spielen die Unterschiede 
zwischen alten und neuen Theorien nur bei hohen Geschwindigkeiten eine 
wesentliche Rolle. Die bisherigen Maßzahlen übernehmen die Rolle der 
eigentlichen Koordinaten. Sie treten an die Stelle der absoluten Koordinaten 
und werden, da künftig die Unterscheidung fortfällt, klein geschrieben. 


733  Längenkontraktion 


Es wurde festgestellt, daß ein Maßstab mit der Länge ! und der Ge- 
schwindigkeit v, gemessen in absoluten Koordinaten, um den Faktor 
VI — (v/e)? verkürzt wird. Da aber die absolut ruhenden Koordinaten nach 
dem Relativitätsprinzip unmeßbar sind, hat es keinen Sinn, nach den Ver- 
änderungen von Maßstäben und Uhren gegenüber einem absolut ruhenden 
Koordinatensystem zu fragen. Es hat nur Sinn, nach den Maßzahlen der 
Meßinstrumente und deren Veränderungen bei Relativbewegung zu fragen. 
Die klein geschriebenen Koordinaten x, t, &, f bezeichnen weiterhin 
nur noch die Maßzahlen. 


Betrachtet werden zwei Maßstäbe, einer von der Länge x zwischen Null 
und x in einem (relativ) ruhenden System und ein anderer Maßstab, der in 
Bewegung gebracht wurde und dabei eine Länge £ bekommen hat; er wird 
mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Die Geschwindigkeit der 
beiden Systeme gegen den absolut ruhenden Raum ist nicht bekannt. Es 
ist möglich, daß sowohl in dem einen als auch im anderen Koordinaten- 
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system der Maßstab von der Länge x bereits kontrahiert ist. Da hier aber 
jeweils alle Längen verkleinert werden, ist diese „absolute“ Kontraktion 
unmeßbar. Das gilt sowohl im hier als (relativ) ruhend angesehenen als auch 
in dem (relativ) bewegten Koordinatensystem. Es ist nur möglich, daß man 
etwas anderes erhält, als erwartet wurde, wenn man etwa die Länge & 
vom (relativ) ruhenden Koordinatensystem aus mißt oder wenn man sich 
im bewegten Koordinatensystem befindet und versucht, die Länge des 
ruhenden Maßstabes zu bestimmen. Die dabei auftauchenden Probleme 
wollen wir jetzt behandeln. Zwischen den Maßzahlen des ruhenden und 
des bewegten Systems gelten die LoRENTzbeziehungen 


t— vaJe? 


Yı— wje)e ’ Yı— (wje)2 


z— vi 


| 


(1) 


= 
Beim Vergleich der beiden Maßstäbe £ und x haben wir zwei Fälle zu 


unterscheiden: 


1. Der bewegte Maßstab £ wird vom ruhenden System 2 aus gemessen. 
Die Messung erfolgt daher zur „ruhenden‘“ Zeit t=0. Aus (1) folgt dann 


z=&Y1— (vJe)*. (2) 


Der bewegte Maßstab # besitzt im unbewegten System die scheinbare 
Länge x. Er erscheint also verkürzt. 


2. Der ruhende Maßstab x wird vom bewegten System Z aus gemessen. 
In diesem Falle findet die Messung zur „bewegten“ Zeit t = 0 statt. Mit - 
dieser Bedingung wird aus den Gleichungen (1) 


= s— vi :— vl u 
et m el, i=zyY1-— (ve). 3 
= V1— (v/e)? 1 — (v/e)? 2 (vie) (8) 
Diese Gleichung besagt, daß auch der ruhende Maßstab x im bewegten 
System verkürzt erscheint, nämlich die scheinbare Länge £ von (3) besitzt. 


& Wie die Gleichungen (2) und (3) 


REED u zeigen, erscheint jeder der Maßstäbe 
x70 x vom jeweils anderen System aus ver- 
kürzt. Um dieses Paradoxon zu er- 


Uhren, Beobachter klären, könnte man versucht sein zu 
Abb. 733. fragen, welcher der Maßstäbe denn nun 
Zur Messung bewegter Maßstäbe „wirklich“ der kürzere oder längere ist. 


Diese Frage besitzt jedoch keinen physi- 
kalischen Sinn, wie eine genauere Diskussion der eigentlichen Meßprozesse 
zeigt, die zu den Resultaten (2) bzw. (3) führen. Da keine Signale mit 
Überlichtgeschwindigkeiten zur Verfügung stehen, muß man sich die 
Messung, zum Beispiel die von (2), folgendermaßen vorstellen: Der bewegte 
Maßstab & läuft auf der x-Achse des unbewegten Systems entlang. Längs 
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der unbewegten x-Achse befinden sich überall Beobachter mit Uhren. Zur 
Messung der Stablänge müssen zunächst die Uhren gestellt werden. Das 
ist aber nach [722] nur möglich, wenn das Koordinatensystem willkürlich 
als „ruhend‘ postuliert wird und führt auf die zu (2) gehörige Bedingung 
t=0. Dann verläuft der Meßvorgang folgendermaßen: Wir beobachten 
den Zeitpunkt, zu dem das hintere Ende des Stabes sich bei x = 0 befindet 
und fragen anschließend bei den Beobachtern nach, an welchem Ort x sich 
das vordere Ende des Stabes zur gleichen Zeit befunden hat. Nach (2) 
wird der bei & = ZY1— (v/c)? befindliche sich melden. Beim umgekehrten 
zu (3) gehörigen Meßprozeß dagegen befinden sich die Uhren alle im be- 
wegten System längs der ä-Achse. Der dort durchgeführte Meßprozeß 
führt wegen der anderen Definition der Gleichzeitigkeit im bewegten System 
daher auch zu dem anderen Resultat (3). 


Zwischen den Beobachtern, die sich im einen und im anderen Koordinaten- 
system befinden und die Messung durchführen, könnte sich nun folgender 
Streit abspielen: Die ruhenden Beobachter rufen den bewegten zu: „Eure 
Maßstäbe sind zu kurz, ihr werdet alles falsch messen.‘‘ Dann werden die 
bewegten antworten: „Nein, ihr meßt falsch, denn eure sind verkehrt. Über- 
zeugt euch von unserer Meßmethode.‘“ Dann werden die ruhenden sagen: 
„Gut, das Prinzip eurer Meßmethode ist richtig. Aber ihr habt eure Uhren 
falsch gestellt.“ ‚Nein‘, werden die bewegten sagen, ‚ihr habt beim Uhren- 
stellen nicht berücksichtigt, daß ihr euch bewegt.“ „Wir bewegen uns ja 
gar nicht‘, antworten die ruhenden, ‚ihr dagegen bewegt euch.‘ ‚‚Nein, 
wir ruhen, aber ihr bewegt euch.‘‘ Man sieht, der Streit läßt sich nicht 
schlichten, weil nur die gegenseitigen Relativgeschwindigkeiten bekannt 
sind. Weder Längen noch Zeiten sind für beide Beobachtergruppen all- 
gemein verbindlich. 


Zusammenfassend sehen wir: Bei allen physikalischen Messungen muß 
erwartet werden, daß der relativ bewegte Maßstab gegenüber dem relativ 
ruhenden um den Faktor Y1— (v/c)? verkürzt erscheint. Die Maßstäbe & 
und x sind gleich groß, wenn sie sich im gleichen Koordinatensystem be- 
finden. Sie sind aber verschieden groß, wenn sie sich in gegeneinander be- 
wegten Koordinatensystemen befinden, und zwar erscheint immer der gegen 
den jeweiligen Beobachter relativ bewegte Maßstab um den Faktor 


VI — (v/e)? verkürzt. 


734  Zeitdilatation 


Jetzt fragen wir nach den Veränderungen relativ zueinander bewegter 
Uhren. Wir gehen wieder von der LORENTZtransformation aus: 


Fan s—vt pn t— valc? (1) 
— Ni je) — Ni (wer 


22 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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Es wird ähnlich wie in [733] vorgegangen: 

t— v2tje? 

Vı- (vfe)? 
t 

N (wje)? ' 


Dieses Ergebnis zeigt, daß es mit der bloßen Angabe der Relation (2) oder (3) 
nicht getan ist. Es müssen vielmehr die sonstigen Voraussetzungen genau 
angegeben werden. Dies geschieht dadurch, daß jetzt in beiden Koordinaten- 
systemen die Uhren t und # betrachtet werden, und zwar 


a) Für &=0 wird t= —tY1-— (vle)?. (2) 


b)Fürx=0 wird t= (3) 


a) einmal eine Uhr, die sich mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt 
und sich im Punkte £ = 0 befindet. Die Uhr zeigt die Zeit t(£=0) an 
und wird mit einer Schar von ruhenden Uhren verglichen, die auf der 
x-Achse verteilt sind. Zum Vergleich wird immer diejenige Uhr benutzt, 
die gerade bei = 0, d.h. bei «= vt, steht. Zu verschiedenen Zeiten 
werden also verschiedene Uhren miteinander verglichen. Man stellt 
fest, daß nach (2) 


(4) 


ist, daß die bewegte Uhr offenbar zu langsam geht, daß in Wirklichkeit t 
größer, die Zeit also schon weiter fortgeschritten ist. 


b) Nun das umgekehrte Beispiel: Betrachtet wird eine ruhende Uhr, die 
sich bei x = 0 befindet. Ihre Zeit ist i. Sie wird vom bewegten System aus 
mit Uhren verglichen, von denen die zur Zeit # zur Messung verwen- 
dete Uhr an der Stelle x = 0, also © = —vt, steht. In diesem Falle 
wird t >t: 

re ae, (5) 


V1— (v/e) 


Die Beobachter können wieder ihre Uhren vergleichen und sich in ähn- 
licher Weise wie bei den Maßstäben streiten. Gerade in den Längen- und 
Zeitmessungen bei relativ gegeneinander bewegten Koordinatensystemen 
kommt der Grundsatz der Relativität am stärksten zum Ausdruck. Jede 
Messung hat ihren unmittelbaren Sinn nur, wenn sie auf das jeweilige 
Koordinatensystem bezogen wird. 


735 Addition von Geschwindigkeiten 


Es werden drei verschiedene Bezugssysteme 2, EZ und X betrachtet, 
deren Maßzahlen mit x, t, mit £, ? und mit x, t bezeichnet werden. 


Der Ursprung des Systems & bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v, 
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im System &. Weiter bewegt sich E im System & mit der Geschwindig- 
keit v,. Gefragt wird nach der Relativgeschwindigkeit, mit der sich der 


Ursprung von & im System & bewegt. Im Gegensatz zu den formal ähn- 

lichen Ausführungen in [725] ist hier nur von Relativgeschwindigkeiten die 

Rede. Geschwindigkeiten gegen den absoluten Raum sind unbekannt. 
Für die Bewegung von Y in I gilt die Lorextztransformation 


FE 2 t— vxjc? 


Be, ge ar a) 
VI (lo? VI- (le)? 
Entsprechend wird die Bewegung von & in X durch 
= = 3 nad 
d= te — (2) 
erorz; VI= (os/e)? 
beschrieben. Außerdem soll noch die Auflösung von (1) 
en tut ge i+ v8Je? (3) 
Vı- (Jo? VI- (oje)? 
nach x und it angegeben werden. 
Die Geschwindigkeit v, ist das Verhältnis 
u=7 (4) 


t 


unter der Nebenbedingung & = 0. acc ist die Geschwindigkeit v, 
das Verhältnis 
= (5) 


t 
unter der Bedingung x = 0. Schließlich muß die Gesamtgeschwindigkeit 
von & in X das Verhältnis _ 
unter der Bedingung & = 0 sein. In diesen Ausdruck sind die Gleichun- 


gen (3) eingesetzt worden. Teilt man Zähler und Nenner in (6) durch t 
und berücksichtigt (5), so entsteht 


%, +02 


1 + Vı29/c? 


(7) 
für den Zusammenhang zwischen der Gesamtgeschwindigkeit v und den 
Einzelgeschwindigkeiten v, und v,. 

Im einzelnen braucht dieses sehr wichtige Additionstheorem der Ge- 
schwindigkeiten nicht weiter besprochen zu werden, da dies schon in 
[725] erfolgte. Im Grunde folgt diese Gleichung dort bereits aus der mathe- 
matischen Eigenschaft (725.17) 

| (8) 


1+ v,da/c? 


22* 
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der LoRENTztransformationen. Außerdem folgt aus (8), daß der Zusammen- 


hang zwischen & und & unter Verwendung von (7) durch die Gleichungen 


vv Te t— vole? (9) 


= 


beschrieben wird. 


736 Invarianz des Lichtkegels 


Eine Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit nach rechts oder links wird 
durch & = +ct beschrieben. Beide Bewegungen können gemeinsam durch 
die Gleichung RLeR-O a) 
dargestellt werden. Im x, t-Diagramm der Abb. 736 sind diese Geraden 
unter 45° gezeichnet. Allen steiler verlaufenden Geraden entsprechen Be- 
wegungen mit Geschwindigkeiten v<c, allen flacheren Geraden dagegen 
Bewegungen mit Überlichtgeschwindigkeit. Da die Lichtgeschwindigkeit e 
die Höchstgeschwindigkeit für mate- 
rielle Bewegungen darstellt, können 
vom Ursprung aus nur die Punkte 
im schraffierten Gebiet oberhalb der 
x-Achse erreicht werden. Ebenso ist 
v>c der Koordinatenursprung nur von 
Punkten im schraffierten Gebiet 
unterhalb der x-Achse zu erreichen. 


Nimmt man eine weitere Koordi- 
nate y hinzu, so ist in (1) =° durch 
x” + y°* zu ersetzen. Die Gleichung 
stellt dann die Mantelfläche eines 
Vergangenheit Doppelkegels dar, dessen Spitze im 
Abb. 736. Bewegung im x,t-Diagramm Ursprung liegt und dessen Achse mit 

der Zeitachse zusammenfällt. Die er- 
reichbaren Punkte liegen innerhalb dieses Lichtkegels. Berücksichtigt 
man schließlich die dritte Raumdimension, so geht die Gleichung in 


v-t’=0 (2) 
über. Diese Beziehung kann natürlich dreidimensional nicht mehr dar- 


gestellt werden. Trotzdem bezeichnet man das Gebiet r?< c?t? weiterhin 
als Lichtkegel. 


Der Liehtkegel (2) soll in einem bewegten Koordinatensystem betrachtet 
werden. in dem x und £ durch 


ef s— vi En t—vele 


SEN 3 
9 = wer = we)? ” 
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ersetzt sind. Bildet man den Ausdruck 


FR 1 
MH - ge 


1) — (ct — var/c)?] = 2? — c?tl}, (4) 
so stellt sich heraus, daß dieser eine Invariante gegenüber LOoRENTZ- 
transformationen ist. An Stelle von (1) gilt im bewegten System 


2 0. (5) 


In dieser Gleichung kommt das negative Ergebnis des MICHELSONversuchs 
am klarsten zum Ausdruck. Sie zeigt nämlich, daß eine Bewegung mit 
Lichtgeschwindigkeit in jedem bewegten System wieder als Bewegung mit 
der gleichen Lichtgeschwindigkeit c beobachtet wird. Das ist auch einfach 
am Additionstheorem (735.7) der Geschwindigkeiten zu erkennen, wie 
schon in (725.12) ausgeführt wurde. 


Da bei der LORENTztransformation (3) die y- und z-Koordinate invariant 
gelassen werden 


y=y 2=2, (6) 


geht Gleichung (2) im bewegten System mit (4) und (6) in 
-2 272 
v—ct=0 (7) 


über. Auch der allgemeine Lichtkegel (2) bleibt also invariant gegenüber 
LORENTztransformationen. 


Übungsaufgaben 


73.1. Ein u-Meson von der Masse m = 207 m, (m, = Ruhmasse des Elektrons, 
m,c? = 0,511 MeV) hat die Lebensdauer 7 = 2,22-10”°s und wird in 30 km 
Höhe erzeugt. Wie groß muß seine Energie mindestens sein, damit es die Erde 
noch erreichen kann? 

73.2. Eine Lichtquelle sende eine ebene Welle aus. Welche Wellenlänge, Frequenz 
und Ausbreitungsrichtung beobachtet ein relativ zur Lichtquelle bewegter 
Beobachter? Man benutze das anschauliche Ergebnis, daß ein ruhender und 
ein bewegter Beobachter die gleichen Umkehrpunkte der Phasen messen. 


73.3. Ein Teilchen bewegt sich in einem System &’ mit der Geschwindigkeit u. Wie groß 
ist seine Geschwindigkeit u in einem System 2%, das sich gegen & mit der Ge- 
schwindigkeit d = ve, bewegt? (Anleitung: Man betrachte in Z einen Punkt, der 
sich mit u bewegt, sich also an der Stelle r = ut befindet.) 
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Zusammenfassung: Neben der nichtrelativistischen Bewegungsgleichung einer 
mechanischen Punktmasse, die gegenüber GALILEItransformationen invariant ist, 
läßt sich eine relativistische Bewegungsgleichung auffinden, die, genau wie die 
Gleichungen der Elektrodynamik, LoRENTztransformationen gegenüber invariant 
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bleibt. Sie unterscheidet sich von der nichtrelativistischen lediglich durch die ge- 
schwindigkeitsabhängige Masse M = m/y1 — (v/c)?. 


Die Energie eines Teilchens ist # = Mc?. Energie und Masse sind wesensgleich und 
unterscheiden sich nur durch die Maßeinheit, in der sie angegeben werden. Eine 
Entwicklung nach Potenzen von 1/c?liefert als erstes Glied diehauptsächlich fürdie Träg- 
heitseigenschaften verantwortliche Ruhenergie und als zweites Glied die nichtrela- 
tivistische kinetische Energie. Die weiteren Entwicklungsglieder enthalten die rela- 
tivistischen Einflüsse. Im Rahmen der Elektrodynamik entsteht die Aufgabe, deren 
wichtigste Größen o, j, U, X, E und ® auf bewegte Bezugssysteme umzurechnen. 
Die Ergebnisse sind in (743.6), (744.5) und (745.10 und 11) enthalten. Die auf eine 
Punktladung ausgeübte Lorextzkraft bleibt beim Übergang zum bewegten Bezugs- 
system kovariant. 


741 Grundgesetz der Mechanik 


Im Rahmen der Relativitätstheorie wird vorausgesetzt, daß alle Maß- 
stäbe und Uhren solche Maßzahlen anzeigen, die beirn Übergang zu be- 
wegten Koordinatensystemen nicht der GALILEItransformation, sondern 
der LORENTztransformation genügen. Diese Voraussetzung hat nicht nur 
Konsequenzen für die Elektrodynamik, sondern für alle Gebiete der Physik. 
Da die LORENTZtransformation (724.10) in der Grenze v<c in die GALILEI- 
transformation übergeht, können bei kleinen Geschwindigkeiten die von 
Maßstäben und Uhren angezeigten Maßzahlen mit den nichtrelativistischen 
Meßwerten gleichgesetzt werden. 


Auch die Gesetze über die Bewegung einer mechanischen Punktmasse 
bedürfen im Rahmen der Relativitätstheorie einer Korrektur. Um sie 
aufzufinden, wird die nichtrelativistische eindimensionale Bewegung einer 
Masse m unter dem Einfluß einer Kraft X betrachtet. Es gilt 


mäi=K. (1) 


Gleichung (1) sagt aus, daß in einem Zeitintervall öt die Masse m den Ge- 
schwindigkeitszuwachs 69 = Köt/m erhält. Die Geschwindigkeit des zu- 
nächst ruhenden Teilchens wächst in den einzelnen Zeitintervallen nach- 
einander um die Beträge Öv,, Ötg,.... 


An dieser Art der Darstellung ist leicht erkenntlich, in welcher Hinsicht 
Gleichung (1) korrigiert werden muß. Diese Gleichung kann vom Stand- 
punkt der Relativitätstheorie zwar dann als gültig angesehen werden, 
wenn das Teilchen von der Geschwindigkeit » = 0 auf die Geschwindigkeit 
öv gebracht wird, nicht dagegen beim Übergang von einer endlichen 
Geschwindigkeit v auf »-+-öv, denn hier ist das Additionstheorem (735.7) 
der Geschwindigkeiten verletzt. Außerdem könnte man nach (1) durch 
sukzessive Kraftanwendung ein Teilchen allmählich auf beliebig hohe 
Geschwindigkeit v >c bringen, entgegen den Voraussetzungen der Rela- 
tivitätstheorie. 
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Um die exakte Bewegungsgleichung im Rahmen der Relativitätstheorie 
zu erhalten, wird ein Übergang von v nach v» + öv unter dem Einfluß der 
kurzzeitig wirkenden Kraft (1) betrachtet, und zwar von einem anderen 
Bezugssystem aus, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt. Hier ist 
ö = 0 und daher 

95 = (Km) öt= (Km) öt. (2) 


Die Beziehung X = K galt in [714] nur „scheinbar“, hier aber, wo die 
Beschreibung nicht in absoluten Koordinaten, sondern in den Maßzahlen 
durchgeführt wird, gilt sie „wirklich“. Der Geschwindigkeitszuwachs im 
ruhenden System folgt aus 

v+dv= ai 


1-+voöö/er * 8) 


a + öv soll die Endgeschwindigkeit des Teilchens im ruhenden System sein. 
Die Zuwachsgeschwindigkeit (2) überlagert sich der schon vorhandenen 
Geschwindigkeit v nach dem Additionstheorem (735.7). Außerdem muß 
bei der Betrachtung von (2) im ruhenden System die Zeitdilatation 


öt = öt/Yı — (v/c)? (4) 


berücksichtigt werden. Diese Gleichungen (2), (3) und (4) liefern eine 
mechanische Grundgleichung, die nicht mehr mit (1) übereinstimmt. 


Aus (3) wird der Gesehwindigkeitszuwachs öv im ruhenden Bezugssystem 
berechnet. Die rechte Seite von (3) wird für kleine 65 entwickelt, an- 
schließend werden (2) und (4) eingesetzt, und es entsteht 


dv= [1 — (v/e)?]65 = [1— (v/c)?] = 7 = [1 (v/ey pr 7 


öt. (0) 


Vergleichsweise liefert die Differentiation 
PX) v2 öv/e? ör 


( ke m 2 
VI - (ve Vı-(w/o%  (Yı- (wie)? (VI (je)? 


einen Ausdruck, bei dessen Benutzung (5) in die Gleichung 


(Rt 7 
Tre iM 


(6) 


übergeht. 


Für den Zusammenhang zwischen Kraft und Beschleunigung gilt nun- 
mehr (7) an Stelle von (1). Wegen der Berücksichtigung des Additions- 
theorems (3) kann das Teilchen die Lichtgeschwindigkeit auch unter Auf- 
wand größter Kräfte X nur noch asymptotisch erreichen. Die zu (7) ge- 
hörige Bewegungsgleichung für den dreidimensionalen Fall lautet 


d mv i =R. (8) 


dt N (je! 
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Diese Gleichung unterscheidet sich von (l) durch das zusätzliche Auf- 
treten des Faktors Yl— (v/c)? im Nenner, der unter anderem dafür sorgt, 
daß auch bei fortgesetzter Beschleunigung die Lichtgeschwindigkeit nicht 
überschritten werden kann. 


742 Masse und Energie 


Die Bewegungsgleichung (741.8) läßt sich auch durch 


d dP . m 
Bee it M=M()= 
7 (Mo) & mi 2 er; 


darstellen. Die Besonderheiten der Relativitätstheorie wirken sich dann 
nur noch als Massenzunahme: bei größeren Geschwindigkeiten aus. m wird 
wegen M (0) = m als die (zeitlich unveränderliche) Ruhmasse des Teilchens 
bezeichnet und M als die geschwindigkeitsabhängige, relativistische Masse 
(Impulsmasse). In der Grenze |b)|—c geht M—-x. Die Unerreichbarkeit 
der Lichtgeschwindigkeit macht sich in (1) also dadurch bemerkbar, daß 
die träge Masse M des Teilchens mit der Geschwindigkeit zunimmt, so daß 
immer größere Kräfte erforderlich sind, um die inzwischen angewachsene 
Masse noch weiter zu beschleunigen. 


(1) 


In der nichtrelativistischen Mechanik erhält man den Energiesatz aus 
der Bewegungsgleichung durch Multiplikation mit v und Darstellung der 
linken Seite als Zeitableitung. Dort gilt 


d I 
a] =rr für nl<e. (2) 


Auf der linken Seite steht die Änderung der mechanischen Energie m»?/2 
und auf der rechten Seite die durch das Wirken der Kraft zugeführte 
Leistung. 


Bei Multiplikation der relativistischen Bewegungsgleichung mit ® ent- 
steht auf der linken Seite ein Ausdruck, der beim Differenzieren 


2 1 ROHR... 
dt dt Y1- (v/c)? ) 
| vb, _bonde mvö 
Yi— we? — (MI wor) A wer) 
ergibt. Andererseits gilt die Gleichung 
d 1 do/e? (4) 


at Ni-we? (Ne 
Unter Benutzung von (3) und (4) geht die Bewegungsgleichung (1) nach 
Multiplikation mit vd daher in 
- Me=- Fo (8) 
” t 
über. 
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Die rechte Seite stimmt mit (2) überein. Links steht die zeitliche 
Änderung der mechanischen Energie, für die nach (1) 


eingesetzt werden muß. Dabei ist eine zusätzlich mögliche, aber bedeutungs- 
lose, additive Konstante fortgelassen. (6) ist die mechanische Energie des 
relativistischen Teilchens. Eine Entwicklung nach Potenzen von 1/c? liefert 
für E zunächst ein konstantes Glied, die Ruhenergie. Dieses Glied trägt 
zu (5) nichts bei. Das nächste Glied stimmt mit der nichtrelativistischen 
kinetischen Energie von (2) überein. Die höheren Entwicklungsglieder ent- 
halten die durch die Relativitätstheorie bedingten Abweichungen vom 
Verhalten eines nichtrelativistischen Teilchens. 


Beim Vergleich von E und M aus (6) und (1) entsteht die ErnstEinsche 
Gleichung 


E=Mc (7) 


über die Äquivalenz von Masse und Energie. M ist nach (1) eindeutig die 
Trägheitseigenschaft des Teilchens gegenüber Beschleunigungen. #& aber 
ist entsprechend seiner Einführung in (5) die mechanische Energie des 
Teilchens. Beide hängen in (7) nicht nur sehr eng miteinander zusammen, 
sondern sind miteinander identisch, wie diese Gleichung lehrt, denn der 
in dieser Gleichung noch auftauchende Faktor c? ist eine allgemeine Natur- 
konstante, die stets mit dem gleichen Wert, unabhängig vom jeweiligen 
Experiment, eingesetzt werden muß. Man hat daher (7) so zu verstehen, 
daß E und M völlig wesensgleich sind, aber lediglich aus historischen 
Gründen je nach ihren Äußerungen als Energie oder als Trägheit in ver- 
schiedenen Maßeinheiten angegeben werden. (7) bedeutet dann nur noch 
die Umrechnungsformel zwischen den beiden Maßeinheiten. 


Bei der Entwieklung von (7) nach Potenzen von 1/e? gemäß (6) tritt in 
nullter Ordnung die Ruhenergie auf, die zur Energieeigenschaft in (5) 
nichts beiträgt, wohl aber zur Trägheitseigenschaft von M. Das nächste 
Entwicklungsglied spielt als Energie in (5), nämlich in der Näherungs- 
gleichung (2), die wichtigste Rolle, stellt bei M dagegen nur eine Korrektur 
dar. So ist es zu verstehen, daß man Energievorrat und Trägheitseigen- 
schaft ein und derselben Größe historisch zunächst als zwei verschiedene 
Begriffe kennengelernt hat. Auch die Erhaltungssätze der Masse und der 
Energie, die in der nichtrelativistischen Physik als zwei unabhängige 
Erhaltungssätze bekannt sind, stellen im Sinne der Entwicklung nichts 
anderes dar als den Erhaltungssatz einer einzigen Größe in nullter und in 
erster Ordnung. 
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Die von EINSTEIN aufgestellte Äquivalenz (7), genau wie auch alle 
übrigen Ergebnisse der speziellen Relativitätstheorie, werden vom Experiment 
hervorragend bestätigt. Gleichung (7) läßt sich insbesondere bei der Um- 
wandlung von Atomkernen sehr genau prüfen, weil man dort in der Lage 
ist, zum einen die zu- oder abgeführten Energien zu messen, zum anderen 
aber auch die Trägheitseigenschaften, also die Masse M, vor und nach einer 
solchen Umwandlung. 


743 Invarianz der Ladung 


Die Grundgleichung der Mechanik (741.1) mußte in (742.1) überführt 
werden, um den Forderungen der Relativitätstheorie gerecht zu werden. 
Die nachfolgenden Ausführungen werden zeigen, daß bei den elektrodyna- 
mischen Gleichungen solche Korrekturen nicht erforderlich sind. Diese 
Gleichungen sind in [1] bis [6] alle so entwickelt worden, als würde sich der 
Beobachter im ruhenden Koordinatensystem befinden. Durch welche Glei- 
chungen diese Feldgleichungen in bewegten Koordinatensystemen zu ersetzen 
sind, folgt aus ihrer ursprünglichen Einführung nicht ohne weiteres. Nach 
dem Relativitätsprinzip aber soll es keine elektromagnetischen Erscheinun- 
gen geben, mit denen sich Absolutgeschwindigkeiten beobachten lassen. 
Aus diesem Grunde müssen die Grundgleichungen der Elektrodynamik auch 
im bewegten System unverändert gelten. Hier ist daher die Hauptfrage 
eine andere, nämlich die, bekannte elektrodynamische Größen in einem 
System auf die Größen umzurechnen, die in einem relativ dazu bewegten 
Koordinatensystem beobachtet werden. Es ist also zu untersuchen, wie 
sich die Größen der Elektrodynamik beim Übergang zum bewegten 
Koordinatensystem transformieren. 


Es ist immer möglich, die Koordinaten so zu wählen, daß die Relativ- 


bewegung der Bezugssysteme in der x-Richtung stattfindet. Das System 2 
bewegt sich in & mit einer Geschwindigkeit v. Die beobachteten Orte und 
Zeiten erscheinen vom bewegten System aus als 


M) 


Ein Volumenelement dr des ursprünglichen Bezugssystems erscheint vom 
Standpunkt eines bewegten Systems verkleinert als 


dt=d&dydi= Y1— (ve? dxdydz = Yl— (vie) dr (2) 


entsprechend der LOoRENTzZschen Kontraktionshypothese. Bei der Be- 
trachtung einer Funktion f(x, t) denkt man sich die bewegten Koordinaten 
entsprechend (1) eingeführt, wodurch diese Funktion in 


fa, t) = fle(&, t), t(&, t)] (3) 
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übergeht. Für die Differentialoperatoren nach x und t folgt deshalb aus der 
Kettenregel 


0 do do 1 0 vd 
Pa Par u a (05 =) 
oa oe 1 B) ö 1) 
TEEErTErTENBrTErF: Terrier 


Die hier auftauchenden Koeffizienten können unmittelbar den Gleichun- 
gen (l) entnommen werden. 

Als erste elektrodynamische Gleichung wird die Kontinuitätsgleichung 
betrachtet. Unter Fortlassung der hier nicht weiter wichtigen y- und 
2-Komponenten liefert die Anwendung von (4) den Übergang zum beweg- 
ten Koordinatensystem 


eo 1 ö ö d v o\. 
FIR?" Tercle; ala ce u 
m, ® 
ur Tr 


Durch den zweiten Ausdruck sind Ladungsdichte 5 und Stromdichte j 
im bewegten Koordinatensystem definiert. Um (5) zu erfüllen, müssen 
sie miteinander durch die Gleichungen 


(6) 


zusammenhängen. Nur unter der Voraussetzung (6) nämlich geht (5) für das 
bewegte Bezugssystem in den gleichen Ausdruck über. 


Zunächst wird eine im ruhenden System ruhende Ladungswolke (j = 0) 
betrachtet. Zwischen den Dichten besteht dann der Zusammenhang 


ie 0 
öi,tl)= ——, 7 
AU Te (7) 
und es gilt wegen (2) 
fare«, y=[atott, t). (8) 


Für die Gesamtladung der Wolke folgt hieraus 


0 


Die Ladung, so besagt diese Gleichung, bleibt invariant beim Übergang 
zu bewegten Bezugssystemen. Dieser Satz ist sehr wichtig, er gilt zum 
Beispiel nicht für die Masse, die nach (742.1) ja geschwindigkeitsabhängig 
ist. j 
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Sind Ladung o und Strom j im ruhenden Koordinatensystem vorhanden, 
so stellt der bewegte Beobachter statt dessen entsprechend (6) die Größen ö 
und j fest. Da der mit v» bewegte Beobachter den Eindruck hat, daß sich 
die Ladungswolke o mit der Cieschwindigkeit —v an ihm vorüberbewegt, 
entsteht in 7 der Zusatzterm —vo. Eine entsprechende, wenngleich nicht 
so anschauliche Bedeutung besitzt der Zusatzterm —vj/c?, den der bewegte 
Beobachter als Ladungsdichte 5 empfindet. Die Wurzelfaktoren hängen 
letzten Endes mit der relativen Kontraktion und daher mit (2) zusammen. 


744 Viererpotential und Lorextzkonvention 


Als nächstes werden die Potentialverteilungen U und X betrachtet. Da 
die Potentiale U und A Gleichungen vom gleichen Typ genügen, spricht 
man hier von einem Viererpotential. Nach (755.9) wird dieser Zusammen- 
hang noch deutlicher. Es erhebt sich die Frage, welche Felder U und X 
ein mit der Geschwindigkeit v gegen das ursprüngliche Bezugssystem be- 
wegter Beobachter mißt. 


Vorweg wird untersucht, wie der Ü-Operator in das bewegte Bezugs- 


system, also in U], transformiert wird. Ohne Berücksichtigung von y und z 
berechnet man mit den Gleichungen (743.4) 


ıa 1 1/8 o\%2 (9 u o\ 
@ Br Va Tor Velo) kz 2 7) 
ı® 
er dm‘ 


Es entsteht also in bewegten Koordinaten, ähnlich wie früher in (736.4) 
beim Lichtkegel, der gleiche Ausdruck. Da y und z sich bei der LORENTZ- 
transformation (743.1) ohnehin nicht ändern, folgt 


ea (2) 


Der D]-Operator ist also invariant gegenüber LORENTZtransformationen. 


Die Felder U und X hängen mit den bereits untersuchten Größen o und j 
über die Wellengleichungen 


1 
z HU = We DN=Wsj (3) 


zusammen, wobei &, mit der Beziehung &9/4,6°=1 eliminiert wurde. Im 
bewegten Bezugssystem muß entsprechend 
L. >= 
@ 


DT = ö ON = wi (4) 


gelten. In diesen Gleichungen kann ÖO durch (2) ersetzt werden. ö und j 
werden nach (743.6) eingesetzt. Dabei beschränken wir uns hinsichtlich 
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A und j wiederum auf die «-Komponenten allein, da die y- und 2-Kom- 
ponenten unverändert bleiben. Die dabei entstehenden Gleichungen geben 
im Zusammenhang mit (3) die Bedingungen 


= U—-vA 7 A,— vUje? 
U— = Am nn 5 
” VI (wre)? = 


V1— (wie)? 


zwischen den Komponenten des Viererpotentials im bewegten und im un- 
bewegten System. Wegen der Invarianz (2) des Ü-Operators transformieren 
sich also U/c? und U genauso wie o und j. 


Die Lorentzkonvention (633.8) geht in 
1 00 94 100 0A, 


+ z 
ce 9 0x c? FT 


=0 (6) 


über. Der Beweis erübrigt sich, da diese Gleichung ähnlich wie die Konti- 
nuitätsgleichung (743.5) gebaut ist und die darin auftretenden Größen 
sich wegen (5) und (743.6) ja ohnehin in gleicher Weise transformieren. 


745 Feldstärken im bewegten System 


In den beiden vorangehenden Abschnitten wurde der Übergang zum 
bewegten Koordinatensystem zunächst für rein geometrische Größen, dann 
für Ladung und Stromdichte und weiter für das Viererpotential bestimmt. 
Es bleiben daher nur noch die Feldstärken zu untersuchen, dann ist das 
Programm der Berechnung aller elektromagnetischen Größen, die der 
Beobachter im bewegten Bezugssystem mißt, vollständig durchgeführt. 
Die Feldstärken hängen mit dem Viererpotential über die Gleichungen 

U ou 0 
zusammen. Die Transformation der Differentiale erfolgt nach (743.4) oder 
in umgekehrter Form durch 
ö 1 9 ö ö 1 9, v0 

 — i FR e- 
dt Yıl-— we) Br Laer 98 Yı-(wye)? er c? 5) (2) 
Die in (1) auftretenden Potentiale transformieren sich entsprechend (744.5). 
Schließlich müssen im bewegten Bezugssystem dieselben Gleichungen (1) 
gelten wie im unbewegten: 


& ER. 
= — B=ezrxN. (3) 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die Feldstärken € und ® im bewegten 
Bezugssystem vollständig berechnen. Die nicht erwähnten Größen /dy, 
0/02, A,, A, bleiben bei der Transformation unverändert. 
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Zunächst wird die magnetische Feldstärke ® berechnet. Ihre x-Kompo- 
nente ist wegen 


— 88. 84 
Re u u 7 © 
invariant. Die y-Komponente wird unter Verwendung von (2) und (744.5) 
B,=- oA, 0A, _9 (A,—vUle: 1 ß) vo 
vo 8: 05 Derrd Vı — (v/e)? | ce ze z 


(5) 


1 d..='\ 1 v 
= —-——(ß,+—&|= x a 
Yı- (je)? ( “rg ) Vı- (we)? (Be E ‘), 
Da sich das ursprüngliche elektrische Feld & mit der Geschwindigkeit —v 
am Beobachter vorbeibewegt, trägt es, wie bereits in [711] und [712] ge- 
zeigt wurde, zum Magnetfeld bei. Entsprechend liefert die z-Komponente 
des bewegten Magnetfeldes 


= 04, oA, 1 dv 
3, Er — 
Bm er * x e)| (6) 


Die x-Komponente des elektrischen Feldes wird unter Verwendung 
von (2) und (744.5) 


- U 94, —1 0) 
SF do = 1 — (v/c)? (z- + a 0: ) (Uv4,) m 
9.0 v OU 9A, _ 
+ (3: 975) (4: c? v)\=- 0x öt €: 
sie bleibt also unverändert. Die y-Komponente «dagegen geht in 
= ou 04, ö U—vA 1 () b) 
€,= 4 z 4A 
“0 or re) Yı = (je)? | .) i (8) 
u 1 oU 0A, 0A, 94A,\_ 1 BR 
Vi - (vje) | dy “- Fra Tg | Vi (wye)? [ev] 
über. Entsprechend entsteht für die nn 
. 90 94, 
> [+vB,]- (9) 


FE : We = 0)? 


Auch ein Magnetfeld des ruhenden Systems trägt im bewegten System 
zur beobachteten elektrischen Feldstärke bei. Die Ergebnisse für die Feld- 
stärken im bewegten Bezugssystem lassen sich bei Berücksichtigung von 
b = ve, in den Gleichungen 


_E+vx® 8-0 x Ce 


Vı— (ve)? = 121 — (vJe)? 


(10) 
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zusammenfassen, wobei unter den dort auftretenden Größen & und ® 
Vektoren mit den Komponenten 


E=(E,V1- (vle), €,, €,) 8=(B,N— we, BR,Bß)| (1 


zu verstehen sind. 


Übungsaufgaben 

74.1. Ein geladenes Teilchen (e, m) wird in einem homogenen elektrischen Feld E=€e, 
beschleunigt. In welcher Zeit hat es eine Strecke A durchlaufen? Welche Ge- 
schwindigkeit hat es dann? Wie groß muß die durchlaufene Potentialdifferenz U 
sein, damit v = c/2 wird? Die Schwerkraft bleibe unberücksichtigt. 


74.2. Nach folgenden Kernreaktionen können D-Kerne zu «-Teilchen verschmelzen: 
D+D-T+H, D+T-—He!+n. Welche Energie wird bei der Bildung eines 
a-Teilchens frei? Die Atomgewichte sind Az = 1,00814, A, = 1,00844, A) = 
= 2,01472, Ay, = 4,00389. Außerdem ist myc? = 938,76 MeV. 

74.3. Welche kinetische Energie hat ein Teilchen, wenn seine Geschwindigkeit 
a) v = 0,99 c b) v = 0,999 c ist? 


75 _Vierdimensionale, invariante Darstellung 


Zusammenfassung: In der dreidimensionalen Vektorrechnung wird gezeigt, daß 
eine Transformation t = Dr das Längenquadrat t? = r? invariant läßt, wenn die Trans- 


formationsmatrix die Eigenschaft D-! = D besitzt. D beschreibt dann eine Drehung. 
Die Komponentenschreibweise #&, = D;,%; ist auf mehrdimensionale Räume ver- 
allgemeinerungsfähig. Es wird ein vierdimensionaler Raum mit den Koordinaten 


2, = (et, it) konstruiert. In ihm gilt En = 0, je nachdem, ob sich der Punkt x, inner- 
halb des Lichtkegels, auf ihm oder außerhalb befindet, denn es ist En = (ct)? — 2. 
LORENTztransformationen lassen x}, invariant und stellen daher vierdimensionale 
Drehungen in diesem Raum dar. Die Drehwinkel sind imaginär. Es gilt v=ictgg. 
Eine Gleichung ist dann loRENTzinvariant, wenn sie sich in die vierdimensionale 
Vektorschreibweise überführen läßt. Die in den Gleichungen auftretenden Vekto- 
ren a, transformieren sich wie die Komponenten des Ortsvektors @, = D,,a,. Da 
nach Eınstein alle Gleichungen der Physik lorENTzinvariant sein sollen, besteht 
das Programm der Relativitätstheorie darin, alle Grundgleichungen der Physik als 
skalare, vektorielle oder tensorielle Gleichungen im Sinne der vierdimensionalen 
Vektoren 2,, du, Ku, Ay... darzustellen. Ist das geschehen, so liefert die Trans- 
formationsgleichung zu jeder physikalischen Größe A eines Bezugssystems die zu- 
gehörige transformierte Größe A, die in einem relativ dagegen bewegten System 
beobachtet wird. Die Grundgleichungen der Mechanik und Elektrodynamik erhalten 
mit dieser Schreibweise in [754] und [755] eine einfache und übersichtliche Form. 


751 Neuformulierung der Vektorreehnung 


Im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie lassen sich alle physika- 
lischen Grundgleichungen als Vektor- und Tensorgleichungen schreiben, die 
in einem durch x, y, 2 und ! aufgespannten vierdimensionalen Raum gelten. 
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Diese Darstellung vereinfacht die physikalischen Gleichungen in hohem 
Maße und ist außerdem so beschaffen, daß sie die Invarianz der Gleichungen 
gegenüber LORENTzZtransformationen unmittelbar erkennen läßt. Sie wird 
in diesem Abschnitt zunächst für die dreidimensionale Vektorrechnung 
untersucht. 


Der dreidimensionale Ortsvektor r wird in einem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem, dessen Einheitsvektoren aufeinander senkrecht stehen, durch 


t=e,0+e,y4+ &%2 () 


beschrieben. Für viele Zwecke ist es vorteilhaft, die Bezeichnungen x, y 
und 2 durch x,, x, und x, zu ersetzen; dann geht (1) in 


= 49% + 5%, =) 6%; i=1,2,3 (2) 
über. Jede andere Größe 
a=e4+ &5lg+ &a5 =) %Q;, (3) 


deren Komponenten a, sich bei Koordinatentransformationen wie die 
Komponenten x; des Vektors r transformieren, wird als ein Vektor be- 
zeichnet. Mit Vektoren vom Typ (2) und (3) lassen sich geometrische 
Größen bilden: 

e=1? u%=hl,cos®. (4) 


l; bedeutet die Länge des Vektors r, und 9 den Winkel zwischen den 
Vektoren r, und r,. Diese Gleichungen sind unabhängig vom gewählten 
Bezugssystem und damit von der Wahl der Einheitsvektoren e, und der 
zugehörigen Komponenten a,. 


Die Forderung, daß die Größen (4) bei Koordinatentransformationen 
invariant bleiben, bedeutet für die zulässigen Transformationen eine ge- 
wisse Einschränkung. So bleibt die Länge eines Vektors zwar bei Drehungen 
des Koordinatensystems invariant, nicht, aber bei Dehnungen oder Kom- 
pressionen. Als zulässige Koordinatentransformationen werden daher nur 
Drehungen betrachtet. Zunächst werden die Komponenten x, durch die 
lineare Transformation 


3 
%= Dun = Du (k=1,2,3) (5) 


in die Komponenten #, eines anderen Koordinatensystems überführt. In 
dieser Gleichung ist über != 1, 2, 3 zu summieren. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise werden die Summationszeichen künftig fortgelassen, und es 
wird statt dessen vereinbart, daß in derartigen Gleichungen über alle 
doppelt auftretenden Indizes zu summieren ist. Der Index % tritt in (5) 
auf jeder Seite nur einfach auf und wird daher nicht summiert. (5) stellt 
somit ein System von drei Gleichungen für k= 1, 2, 3 dar. 
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Sollen die Koeffizienten D;, in (5) eine Drehung vermitteln, so muß die 
in (4) definierte Länge bei der Transformation invariant bleiben. Es muß 
alss = kurz: =x«d (6) 
gelten. In der gekürzten Schreibweise ist x? als ein Ausdruck zu verstehen, 
in dem der Index i zweifach auftritt und somit summiert wird. Auf der 
rechten Seite von (6) steht die Länge des Ortsvektors im ursprünglichen 
Koordinatensystem und auf der linken Seite der entsprechende Ausdruck 
im transformierten System. Die Forderung (6) der Längeninvarianz gegen- 
über Transformationen (5) stellt eine Forderung an die Koeffizienten D;, 
von (5) dar. Setzt man (5) auf der linken Seite von (6) ein, so muß 


aa _ zes _ BES? 
= Dy1% Dim &m = Om FCm = CR = El (7) 


gelten. Zur Abkürzung ist hier das Symbol 


(8) 


für die Komponenten des Einheitstensors eingeführt. 


Aus Gleichung (7) geht hervor, daß die Komponenten D;,, den Be- 
dingungen 
Dy Dim = dm (9) 


genügen müssen, um eine Drehung darzustellen. Faßt man diese Gleichung 
als Matrixgleichung auf, so lautet sie 


Dn=r D=D". | (10) 


Die transponierte Matrix D geht aus D durch Spiegelung an der Diagonalen 
hervor. Da D sich mit D zu I ergänzt, muß D die zu D reziproke Matrix D-1 
sein. Eine Matrix D charakterisiert also nach (10) dann eine Drehung, wenn 
ihr Inverses mit der gespiegelten Matrix übereinstimmt. In der symbo- 
lischen Schreibweise lauten die Gleichungen (5) bis (7) 

t=Dr=D v=1ıD.Dr. 


tr wenn DD=1. 


(11) 
Auch sie führen unmittelbar auf die Forderung (9) bzw. (10) für D. 


Einfacher lassen sich infinitesimale Drehungen 


|D=I+e D=I+8| (12) 


handhaben. Unter I ist hier — genau wie in (10) — die Einheitsmatrix mit 
den Komponenten (8) zu verstehen, die in der Diagonalen nur Einsen 


23 Macke, Felder. 3. Aufl, 


340 7 Bewegte Bezugssysteme [752) 


und außerhalb nur Nullen enthält. Die Komponenten der Matrix e sollen 
alle die Bedingung &;<1 erfüllen. Deshalb gilt für die reziproke Matrix 
die bekannte Entwicklung 


D'!=(I+e.\)!=1—e+-.- (13) 

Höhere Potenzen von e werden voraussetzungsgemäß vernachlässigt. Wegen 
der Gleichheit (10) von D und D"! folgt 

= —E (14) 

für die Matrix e. Diese Matrix ist also antisymmetrisch und kann daher 
auf der Diagonalen nur Nullen enthalten. 


Unter diesen Voraussetzungen kann eine infinitesimale Drehung mit (14) 
durch 


1 — Ey &,z 
BEI: a, 1 (15) 
— &, Eyz 1 


dargestellt werden. Unter Einführung des infinitesimalen Drehvektors 
E= ez&yzt ey&zt ez&,y (16) 
läßt sich eine solche infinitesimale Drehung auch durch 
t=Dri=tr+ixr (17) 
darstellen (vgl. [233]). Die Komponete &,, bedeutet dabei offenbar den 
infinitesimalen Winkel, um den die yz-Ebene gedreht wird, und zwar um 
die x-Achse. Entsprechendes gilt für die übrigen Komponenten. Die Kom- 
ponentenschreibweise der Gleichung (17) lautet 
% = Du = (de + ER) = + Erımn- (18) 


Dabei ist wieder & = — &r- 
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Die Gleichung r = r(£) beschreibt die Bewegung eines Punktes im Raum. 
Findet diese Bewegung allein in der xy-Ebene statt, so ist sie durch die 
Gleichungen x = x(t) und y= y(t) vollständig beschrieben. Jedem Zeit- 

t punkt t wird ein Punkt der zy-Ebene zugeordnet. 

Dreht man von dieser Punktbewegung einen Film 
und legt die einzelnen Bilder des Films wie in 


t 

Ir Abb. 752.1 übereinander, so entsteht eine drei- 

t dimensionale Raumkurve, die den Zeitablauf der 
Abb. 752.1. Punktbewegung beschreibt. Die Richtung nach oben, 


„Bewegungsfilm‘“ in der die Bilder übereinander gestapelt werden, 
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entspricht der Zeitachse. x und y beschreiben die Bildebene. Eine solche 
Kurve im dreidimensionalen Raum kann durch die erwähnten zwei 
Gleichungen allein beschrieben werden, aber auch durch das System der 
drei Gleichungen 
t=t(e) = x(a) y=yl). (1) 
ct & bedeutet einen beliebig wählbaren Parameter 
x=ct zur Beschreibung der Raumkurve. Er kann zum 
Beispiel durch die erste der Gleichungen (1) 


definiert werden. Nach Elimination von « ent- 
stehen wieder wie vorher die zwei Gleichungen 


= x(t) y=yl) (2) 


der ebenen Punktbewegung. 


Zukunft 


Der soeben aus t, x und y konstruierte Raum 
Vergangenheit ist in Abb. 752.2 dargestellt. An der t-Achse 
Abb. 752.2. Lichtkegel werden die Werte ct eingetragen, die wie x und y 
die Dimension einer Länge haben. c ist wieder 

die Lichtgeschwindigkeit. Alle Punkte dieses Raums, die vom Koordinaten- 
ursprung aus mit Lichtgeschwindigkeit erreichbar sind, müssen der 


lei BEEE: 
Gleichung Vety=tect (3) 
genügen. Sie bilden den Kegel 
ERr— (HN) =0. (4) 


Den beiden Vorzeichen von (3) entsprechen ein Zukunfts- und ein Ver- 
gangenheitskegel, die in Abb. 752.2 eingezeichnet sind. Alle Punkte, die 
vom Koordinatenursprung aus mit einer Geschwindigkeit v< c erreichbar 
sind, liegen innerhalb des Zukunftskegels. Alle Punkte außerhalb des 
Kegels lassen sich nur mit Überlichtgeschwindigkeit erreichen. Alle Punkte, 
von denen aus der Koordinatenursprung mit v< c erreichbar ist, liegen 
im Vergangenheitskegel. 


In sinngemäßer Verallgemeinerung dieser Überlegungen, aber leider 
nicht anschaulich darstellbar, läßt sich eine Punktbewegung im drei- 
dimensionalen Raum durch die Parameterdarstellung 


t=1(a) 2=x(a) y=y(a) z=2() (0) 
beschreiben. Diese Punktbewegung stellt also eine Kurve im vierdimen- 
sionalen Raum der Koordinaten t, x, y und. z dar. Auch in diesem Raum 
läßt sich ein Lichtkegel 

H—=0 tI=+et (6) 
definieren, der alle Punkte enthält, die sich vom Koordinatenursprung aus 
mit Lichtgeschwindigkeit erreichen lassen. Dem Vorzeichen in (6) ent- 


23* 
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sprechend besteht auch r aus einem Zukunftskegel und einem Vergangen- 
heitskegel. Alle Punkte innerhalb und außerhalb der Kegel genügen den 


Gleichungen 
eeR—r>0 vSc, (7) 


sind also nur mit Unter- bzw. Überlichtgeschwindigkeiten v zu erreichen. 


Der Übergang vom betrachteten Koordinatensystem zu einem mit kon- 
stanter Geschwindigkeit bewegten System wird durch die LORENTZtrans- 
formation (724.10) vermittelt. Nach (736.4) bleibt dabei 


er = di —r (8) 
invariant. Ob also eine Bewegung mit Unter- oder Überlichtgeschwindigkeit 


erfolgt, ist unabhängig vom betrachteten Koordinatensystem, obwohl die 
transformierte Geschwindigkeit ö natürlich von v verschieden ist. 


Zur Beschreibung einer Punktbewegung werden im Sinne von (5) vier- 
dimensionale Vektoren eingeführt, deren Komponenten 


T, — (X; X, %g> %) (9) 


einen bestimmten Punkt, oder genauer einen bestimmten Raumpunkt zu 
einer bestimmten Zeit, charakterisieren. Zur Unterscheidung von drei- 
dimensionalen Vektoren werden bei vierdimensionalen Vektoren nur grie- 
chische und bei dreidimensionalen Vektoren nur lateinische Buchstaben 
als Indizes für die Bezeichnung der Komponenten verwendet. Diese 
Indizes bezeichnen also stets die Komponenten 


x,),4=0,1,2,3 k,l,m=1,2,3. (10) 


Die Bewegung eines Punktes im Raum 
r=r{) (11) 


lautet in dieser Schreibweise 

2,=%,(@); (12) 
wobei « den in (5) wie auch vorher in (1) eingeführten willkürlichen Para- 
meter bedeutet. 


Als Komponenten des vierdimensionalen Ortsvektors x, werden die 
Größen 


= (% 4; %g, %) = (et, iw,iy,iz)= (et, ir) (13) 


eingeführt. i ist die imaginäre Einheit mit der Eigenschaft i?= —1. Damit 
entsteht für das Längenguadrat des Ortsvektors 


zeitartig 


Lichtkegel. (14) 
raumartig 
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Die durch (13) eingeführten Vektoren besitzen aber gerade die Eigenschaft, 
den Lichtkegel als vierdimensionales Längenquadrat darzustellen. Die 
Gesamtheit der LORENTZtransformationen, die den Lichtkegel (6) invariant 
läßt, muß also in diesem vierdimensionalen Raum das Längenquadrat (14) 
invariant lassen. Die LoRENTztransformationen sind also Drehungen des 
durch (13) definierten vierdimensionalen Raums. 


Dadurch, daß in den Ortskomponenten von x, imaginäre Zahlen auf- 
treten, ist das Längenquadrat (14) nicht mehr positiv definit. Vektoren 
mit x22 >0 weisen in das Innere des Lichtkegels von Abb. 752.2 und werden 
als zeitartig bezeichnet. Solche Punkte sind mit Geschwindigkeiten v< ec 
erreichbar. Punkte mit der Eigenschaft x? = 0 liegen auf dem Lichtkegel 
und beschreiben den Zeitablauf einer Lichtwelle, die zur Zeit t= 0 bei 
x = (0) ausläuft wie auch einläuft. Orte mit der Eigenschaft x?< 0 liegen 
außerhalb des Lichtkegels und sind daher nur mit Überlichtgeschwindig- 
keiten v >c erreichbar. Ein Vektor dieser Eigenschaft wird als raumartig 
bezeichnet. (Natürlich hätte man x, auch in der Form x, = (ict, r) definieren 
können. Die hier getroffene Wahl (13) aber besitzt den Vorteil, daß die 
wichtigsten vierdimensionalen Vektoren, die fast alle zeitartig sind, ent- 
sprechend (14) ein positives Längenquadrat besitzen. In dieser Dar- 
stellung werden daher die Vierervektoren grundsätzlich entsprechend (13) 
definiert.) 


753 Die LorEntzgruppe 


Unter der LORENTZgruppe ist die Gesamtheit aller Koordinatentrans- 
formationen zu verstehen, die den Lichtkegel in der Form (752.8) invariant 
lassen. Diese Transformationen müssen, da beide Seiten von (752.8) homogen 
quadratisch in i und r sind, homogene lineare Transformationen sein. Eine 
solche Transformation besitzt daher die Form 


2,=D,%- (l) 


Die D,, sind insgesamt 16 Komponenten und definieren im vierdimensio- 


uv 

nalen Raum eine Drehung ähnlich wie die neun Komponenten D;, von 
(751.5) im dreidimensionalen Raum. Ausführlich lautet die durch (1) de- 
finierte Transformation 


&,=Doo%o+ Dar tı + Doata+ Dos Ta 
& = Dy%+ Dit Diatet+ Dis®s 
&, = Dyo%o+ Daıtı + DaaXa + Das %a 
& = Dyg%o + Dai %ı + DaaXa + Das ty: 
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In der Matrixschreibweise lassen sich diese Gleichungen in der Form 


& et‘ DD Da Da ct 

& > 1X z Do Dıı Dia Dis ix (3) 

2 7] Dyo Daı Da Das iy 

EN 12 Dyo Daı Daa Da3 iz 
zusammenfassen. 


Damit die Transformation (1) zur LORENTZgruppe gehört, muß der 
Lichtkegel (752.8) invariant bleiben. 


Das ist eine Bedingung für die Koeffizienten der Transformation (1). In 
gleicher Weise wie (751.9 und 10) liefert diese für die Transformation (1) 


die Gleichungen 
DD, du D'=D. (4) 


Auch bei der vierdimensionalen Drehung D muß also, wie die hinzugefügte 
symbolische Schreibweise aussagt, die zu D inverse Transformation aus 
D durch Spiegelung an der Diagonalen hervorgehen. Die Komponenten 
faßt man zweckmäßig in Gruppen zusammen: 


Do D . 
Di; = 5 >=) . (5) 
Kol kr 


D, ist rein zeitartig. D,, gegenüber liegen die raumartigen und oben rechts 
sowie unten links die gemischten Komponenten der Matrix. Die gesuchte 
LORENTZgruppe besteht aus der Gesamtheit aller Transformationen (1) mit 
Transformationsmatrizen (5), die den Bedingungsgleichungen (4) ge- 
nügen. 


Als erste wird die Matrix 
1000 
HL 0100 ER, (6) 
0010 


0001 
betrachtet. Diese Einheitsmatrix mit den Eigenschaften 
DA=D=-D (7) 


gehört offenbar auch zur Gruppe (4) der vierdimensionalen Drehungen. 
Beim Einsetzen von (6) entsteht die identische Transformation 


t=t i=r I=y 3=z, (8) 


die das Bezugssystem unverändert läßt und also als LORENTztransformation 
2[0] im Sinne der symbolischen Bezeichnungen (725.14) aufzufassen ist. 
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Als nächstes wird die Gesamtheit der Transformationen (1) mit Matrizen 


vom Typ 110 
2-02 ) 0 
kı 


betrachtet, bei denen die gemischten Komponenten D,,, D;, verschwinden. 
Wegen (4) muß dann D,,= 1 sein. Beim Einsetzen in (3) wird t=t. Da 
außerdem Gleichung (4) für die Invarianz des Lichtkegels in der Form 
(752.8) sorgt, besitzen die Transformationen (9) die Eigenschaften 


t=t ter. (10) 
Bei diesen Transformationen wird offenbar die Zeit nicht transformiert. 


Die reine Raumtransformation muß eine Drehung sein. Die Gesamtheit der 
räumlichen Drehungen gehört also mit zur LORENTZgruppe. 


Für die spezielle Relativitätstheorie wichtiger sind solche Drehungen D, 
an denen Z und r gleichzeitig beteiligt sind. Ein einfacher Fall ist 


(ul) 


Beim Einsetzen in (3) erkennt man sofort, daß y und z nicht mittransformiert 
werden. Wegen (4) und (752.8) gelten daher bei dieser Transformation die 
Gleichungen 

Fri 3 222 2 2 

y=y 3=2 ed —Z=ch—ıa”. (12) 


Drehungen D vom Typ (11), die der Bedingung (4) genügen, sollten also 
die in [725] untersuchten einfachen LoRENTZtransformationen (724.10) 
sein. 


Bei der weiteren Untersuchung der Drehungen vom Typ (11) können die 
y- und 2-Komponenten fortgelassen werden, da sie unverändert bleiben. 
D kann nun durch eine zweireihige Matrix dargestellt werden 


Be Ei Doi = Kai Es (13) 
D;o Dıı sing, coso 


Die aus (4) folgenden Bedingungen für diese Drehung erlauben, wie hier 
ohne Rechnung angegeben werden soll, nur noch einen freien Parameter 9. 
Er bedeutet den Winkel, um den die x,,&,-Ebene durch D gedreht wird. 
Die zu (13) reziproke Drehung wird durch die entsprechende Matrix mit 
—p statt @ beschrieben, denn sie dreht die x,x,-Ebene um den gleichen 
Winkel rückwärts. Ersetzt man aber in (13) @ durch —9, so entspricht das 
einer Spiegelung an der Diagonale, und die Bedingung (4) für eine Drehung 
ist erfüllt. 
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Beim Einsetzen von D aus (13) in (3) entsteht das Gleichungssystem 


&, = %y 608 P — x, sin 
i (14) 
=, 8nP +7, C0SPp. 
Nach Einführung von t und « statt x, und x, entsprechend (752.13) lauten 
die Gleichungen 


ER .E 
i=|t-i@tgp coSY 


(15) 
= [x —icttgp] cosp. 


Mit ©= 0 beschreibt die untere Gleichung (15) die Bewegung des trans- 
formierten Koordinatenursprungs. Danach muß 


v—=ictgp (16) 


die Relativgeschwindigkeit zwischen den beiden Systemen sein. Außerdem 
zeigt (16), daß der die Drehung (13) charakterisierende Winkel 9 imaginär 
ist und keine unmittelbar anschauliche Bedeutung besitzt. Sein Kosinus 
ist 

cos p 1 1 


= - = F 17 
V eos? p + sin? p Yı+tgo Vı —- we)? em 
(16) und (17) aber überführen (15) in 
v—vt — t— va/e? 
en Besen, 18 
1 — (v/e)? Yı = (we)? (18) 


Dies ist die bereits ausführlich in [725] untersuchte Form der LORENTZ- 
transformation. 


Die allgemeinste LORENTZtransformation mit beliebiger Geschwindig- 
keit d statt ve, läßt sich aus vierdimensionalen Drehungen vom Typ (9) 
und (10) aufbauen, die jetzt als A und B bezeichnet werden. Zunächst 
drehen wir durch A das Koordinatensystem so, daß v in Richtung e, zeigt. 
Nun wird die LoRENTZtransformation B (18) durchgeführt und an- 
schließend wird durch A’! in das alte Koordinatensystem zurücktrans- 
formiert. Die entsprechende Matrix entsteht als Produkt 


D=A4A1BA 


der Einzelmatrizen. Hierbei wird die Tatsache vorausgesetzt, daß zwei 
Drehungen wieder eine Drehung ergeben, daß die Drehungen also, wie man 
sagt, eine Gruppe bilden. (Vergleiche dazu auch Ü 75.2.) 


Die Ausführungen dieses Abschnitts zeigen, daß sich die durch (752.13) 
eingeführten vierdimensionalen Vektoren bei LORENTZtransformationen, 
das heißt beim Übergang zu bewegten Bezugssystemen, wie bei Drehungen 
transformieren. Ihr Längenquadrat bleibt gemäß (752.8) invariant. Unter 
einem beliebigen Vierervektor a, wird ein System von vier Größen ver- 
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standen, die sich bei Koordinatentransformationen genauso verhalten wie 
der Ortsvektor. Daher müssen auch die Längenquadrate dieser Vektoren 


invariant bleiben 
=. (19) 


Eine Vektorgleichung im Sinne der vierdimensionalen Schreibweise bleibt 
bei LORENTzZtransformationen erhalten 


a„=b, a,=b,, (20) 


wenngleich die Komponenten a, und &, sich voneinander unterscheiden. 
Die transformierten Größen aber befolgen wiederum dieselbe Gleichung 
wie vorher. 


Eine physikalische Theorie, die invariant gegenüber LoRENTztrans- 
formationen ist, muß also aus Grundgleichungen bestehen, die sich im 
Sinne von (20) als vierdimensionale Vektorgleichungen schreiben lassen. 
Die entsprechenden im bewegten Koordinatensystem beobachteten Größen 
werden dann durch die Transformation (1) geliefert. Nach der speziellen 
Relativitätstheorie EINSTEINs sollen alle physikalischen Theorien invariant 
gegenüber LoRENTZtransformationen sein (denn sonst könnte man be- 
stimmte Bezugssysteme auszeichnen und Absolutmessungen durchführen). 
Die Relativitätstheorie stellt daher die Aufgabe, alle physikalischen Glei- 
chungen als vierdimensionale Vektorgleichungen oder allgemeiner als ent- 
sprechende skalare, vektorielle, tensorielle Gleichungen zu schreiben. Die 
Komponenten der hierbei auftauchenden Vektoren transformieren sich 
nach (1) und können damit einfach auf bewegte Bezugssysteme umgerech- 
net werden. Die LORENTZinvarianz solcher Gleichungen braucht dann 
nicht mehr im einzelnen nachgewiesen zu werden. 


754 Bewegung eines Massenpunkts 


Die Bewegung eines Massenpunkts wurde in invarianter Form bereits 
durch (752.12) beschrieben, also durch die Gleichungen 


2,=%,(T). (1) 


Der Bewegungsparameter wird hier mit 7 bezeichnet und nachfolgend in 
spezieller Form definiert. Es wird verlangt, daß dieser Parameter 7 sich 


auf dem vierdimensionalen Wegstück dx, um 


dar 1 Yazı? = Yelay®— (did Yı— lo? 


c 


ändert. Bis auf den Faktor c bedeutet dr also zunächst den Abstand 
zweier Weltpunkte x, und x, + dx. Weiter ist in (2) dx, nach (752.13) 
eingesetzt. Nach (743.2) ist dr die Zeitdifferenz in einem System, das sich 
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mit der Geschwindigkeit vo bewegt. Da dies die Geschwindigkeit des Massen- 
punkts (1) am betrachteten Ort ist, stellt dr in (2) die Zeitdifferenz dar, die 
von einer vom Massenpunkt mitgeführten Uhr angezeigt wird, die so- 
genannte Eigenzeit. Der Parameter 7 bedeutet daher die Eigenzeit der 
Bewegung. Die in (2) eingeführte Größe dr ist somit unabhängig vom 
Koordinatensystem, bleibt also gegenüber LORENTZtransformationen in- 
variant. 


Als nächstes wird der Vektor 


de, (c, iv) 
KT dr VI — (je)? 


(8) 


eingeführt. Er wird als Vierergeschwindigkeit bezeichnet und transformiert 
sich bei LORENTZtransformationen wegen der Invarianz von dr genauso 
wie x,. Die in (3) angegebenen Komponenten dieses Vektors erhält man 
unter Verwendung von (2) und (752.13). Sein Längenquadrat ist 


2 _ ce? — dv? 2 4 
Nu “ 


Dieser Vektor ist offenbar zeitartig im Sinne von (752.14). 


Energie und Impuls eines Teilchens lassen sich zu dem Vierervektor 


(5) 


zusammenfassen. Er wird als Energie-Impuls-Vektor bezeichnet. Ersetzt 
man E und ? durch (742.7) und (742.1), so entsteht der dritte Ausdruck 
von (5) mit der bewegten Masse M von (742.1), bei deren Einsetzen im 
Vergleich zu (3) der einfache Ausdruck mv, entsteht. m ist die Ruhmasse 
des Teilchens und als Konstante ohnehin loRENTZinvariant. Daher muß 


P, sich wie v, transformieren, also ebenfalls ein Vierervektor sein. Das 
Längenquadrat von (5) ist wieder eine Invariante: 
E\2 —2 5 
P}= | = Pema=lme. (6) 


Bei Auflösung von (5) nach E entsteht die aus (544.4) bekannte Formel 


E=c (me)? + P' (7) 


zwischen Energie E und Impuls P. 


Die relativistische Bewegungsgleichung eines Teilchens muß sich nach 
den Ausführungen des letzten Abschnitts als Vierervektorgleichung schrei- 
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ben lassen. Außerdem muß sie in der Grenze kleiner Geschwindigkeiten 
in die nichtrelativistische Grundgleichung der Mechanik übergehen. Für 
die Bewegungsgleichung wird daher der Ansatz 


2 7 P,=mv, (8) 


gemacht, mit K, als einem noch genauer zu untersuchenden Vierervektor 
der Kraft. Die drei Ortskomponenten u = 1, 2, 3 dieser Gleichung müssen 
mit der mechanischen Bewegungsgleichung (741.8) übereinstimmen. 


Ersetzt man dr nach (2) durch dt und vergleicht mit (741.8), so muß 
für die Viererkraft offenbar 
__(KN iR) 


Keen, 9 
* VI <-re)? ” 


angesetzt werden, wobei die noch nicht näher bekannte Zeitkomponente 
K’ anschließend berechnet wird. Die erste Gleichung (8) wird mit vo, 
multipliziert (und der EinstEinschen Summationsvorschrift entsprechend 
natürlich über « summiert). Dann verschwindet die linke Seite 


(mu) I (me)=0. (10) 


dP, _, dm _1 d 
2 dt 


Pu dr "dr 2 dr 


Aus diesem Grunde wird bei Verwendung von (3) und (9) 
v,K __ eKvR 
Er NW 


Dies ist die gesuchte Beziehung. Sie liefert X’ = vt/c. Damit ist für den 
Vierervektor der Kraft der Ausdruck 


(= (11) 


x _ (8e, iM) 


= (12 
"= (we)? 


gefunden. 


Die drei Ortskomponenten von (8) enthalten die relativistische Be- 
wegungsgleichung. Es bleibt noch die in der Zeitkomponente enthaltene 
Aussage zu untersuchen. Für 4 = 0 geht Gleichung (8) unter Verwendung 
von (2) für dr und (12) für X, in 


dE © 


über. Die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (8) enthält also den 
Energiesatz. 
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755 Die elektrodynamischen Gleichungen 


Die nächste Aufgabe besteht darin, die elektrodynamischen Grund- 
gleichungen in die Viererschreibweise zu überführen. Zunächst wird die 
Kontinuitätsgleichung 


9, 4 _ 
rar ah (1) 


betrachtet, Für die in (1) auftauchenden Differentiationen wird der Vierer- 
operator, bestehend aus den Komponenten 


ö ö ö 
2 car ar)" 2) 


eingeführt, der der Kontinuitätsgleichung die Form 


u _ 
Tr (8) 


gibt. Dies ist eine skalare und beim Übergang auf andere Bezugssysteme 
invariante Gleichung. Der in (3) enthaltene Vierervektor j, muß, ver- 
glichen mit (1), die Komponenten 

ju= (ec, 1j) (4) 
enthalten. Dieser Vektor läßt sich offenbar auch durch die Vierergeschwin- 
digkeit (754.3) beschreiben: 


= 00%, mit &=eY1— (vfe). (5) 


Hiernach ist o, ein Skalar. go stellt nach (4) bis auf den Faktor c eine Zeit- 
komponente dar und ist geschwindigkeitsabhängig. 


Das „Längenquadrat‘ des Vektors (2) ist 


0 \2 1 902 02 : 
(22;) a de 98 H. (6) 


Der D-Operator ist also, wie ja auch schon detailliert in [744] nachgewiesen 
wurde, invariant gegenüber LORENTZtransformationen. (6) ist im Sinne 
der Viererschreibweise eine skalare Invariante. Die Wellengleichungen 


Erf = 4,0 Aue) (7) 


müssen entsprechend (4) zu einer Vektorgleichung 


OA,= Moin (8) 


zusammengefaßt werden. Die Potentiale U und X bilden daher in der Form 


A,=(UJe, iX) (9) 
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einen Vierervektor. Die LoREnTzkonvention (633.8), eine ähnliche Glei- 
chung für (9) wie (1) für (4), erhält die invariante Form 


An _ 


0%, 


0. (10) 


Die schiefsymmetrischen Ableitungen von (9) bilden den antisymmetri- 
schen Feldtensor 
04, 94; 


dx, Ox,’ 


Fua= 


(11) 


dessen 16 Komponenten, wie sich beim Einsetzen und Ausrechnen von 
(9) und (11) zeigt, in der Matrix 
i&;,/c 
) as) 


0 
Fu = | 
—iE&,/e | — Ber 


zusammengefaßt werden können. Dieser Tensor enthält die elektrischen 
und magnetischen Felder € und ®. Die Komponentenbezeichnung mit 
den zwei Indizes ist im Sinne von 


By Br ®, (13) 


und entsprechenden Gleichungen für die übrigen Komponenten zu ver- 
stehen. 


Die vier Grundgleichungen der Elektrodynamik im Vakuum können hier 
in den Gleichungen 


Frau = 0 Fun Moin (14) 
zykl. 


zusammengefaßt werden. Die zyklische Summation in der ersten Gleichung 
hat über die drei Kombinationen 


»Alu Au|x ux|A (15) 


zu erfolgen. Obwohl x, A, ı einzeln von 0 bis 3 laufen, liefert (14) nur vier 
verschiedene Gleichungen, zum Beispiel für die Kombinationen (012), 
(013), (023), (123). 


Für die von den Feldern (12) auf eine Ladungsverteilung (4) ausgeübte 
Kraftdichte gilt 


k, = IF ur: (16) 


Die Ortskomponenten dieser Gleichung enthalten die LORENTZsche Kraft- 
dichte 
a t=0o(E+vx®). (17) 
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Die Zeitkomponente A = 0 in (16) liefert 
K=— v=j®. (18) 


" bedeutet die in mechanische oder Wärmeenergie pro Volumen- und Zeit- 
einheit umgesetzte elektrische Energie. 


Übungsaufgaben 


75.1. Man bestätige die Ergebnisse aus [745], indem man den Tensor F,„; in ein 
bewegtes Bezugssystem transformiert (Anleitung: Transformiert sich ein Vektor 
nach £, = D,,x,, dann transformiert sich ein Tensor T nach T=DTD.) 


-1 
Si 
iD 


. Zwei parallelachsige Systeme Z& und 2 bewegen sich gegeneinander mit der Ge- 
schwindigkeit vd. Wie lautet die LoRENTztransformation zwischen beiden? Man 
betrachte dazu zwei Hilfssysteme &’ bzw. 2”, die aus £ bzw. &' durch eine räum- 
liche Drehung hervorgehen. Diese Drehung wird so ausgeführt, daß die x-Achse 
von &’und &’ in Richtung von v zeigt. Aus der errechneten Transformation leite 
man auf einfache Weise das allgemeine Additionstheorem der Geschwindigkeiten 
ab (vgl. Ü 73.2). 


Lösung der Übungsaufgaben 


11.1. 
11.2. 


12.1. 


Q= 3,3. 10-5 As 


Bei der aus der Abb. ersichtlichen Anordnung der Ladungen wirkt 
auf q die Kraft 


K- qQ 2sino cos?p 


2) 4re, d2 

senkrecht zur Verbindungslinie 
949 2cos?p 

b) E- Are, d? 


in der Verbindungslinie. 


. In (115.2) trägt zu V nur die Komponente von dr bei, die parallel 


zu 8 = —OV/Or liegt. Also ist 
ei) 


V=V, er eh =V, = V,[ple) — PlÜ)]- 


jax r]? 


o(t) 


Die Flächen V = konst. sind also die Flächen $ = konst. Da einem 
Punkt r neben g auch 9 -+2r zugeord- 
net werden kann, ist das Potential nur 
bis auf ganzzahlige Vielfache von 2r V, 
eindeutig. In der Achse ist das Poten- 
tial nicht definiert, da einem Punkt auf 
der Achse kein p zugeordnet werden 
kann. 


Anwendung des Energiesatzes. Legt man die z-Achse parallel zur 
Schiene und z = O0 an ihr unteres Ende, so ist die Energie des Teilchens 
(m, q) 


_m 0 _ 
ve ri z — konst. 


Wendet man den Energiesatz auf den Punkt 2=h und den ge- 
suchten Punkt 2, an, so wird 


mga+ = mgh+ 


en 20 a 


Mit &« = (mg 4re,/Qg)"? wird daraus 


1 
re er 
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12.2. 


12.3. 


13.3. 


Lösung der Übungsaufgaben 


woraus man sofort die Lösungen 2,= h und 2,= 1/a®h abliest. Die 

erste Lösung ist trivial, die zweite die gesuchte. 

9 > 
= h 


& 4regmgh 


a4 > 


un 4reoh <Z 


% mgh. 


Periodische Bewegungen sind nur möglich, wenn die drei Ladungen 
auf einer Geraden liegen, und zwar —2Q in der Mitte. Die beiden 
äußeren Ladungen Q bewegen sich dann in einem Zentralkraftfeld, 
und es sind alle Planetenbahnen möglich. 


Legt man die x-Achse in die Schiene der Länge a und in die Ruhe- 
lage von g den Nullpunkt, dann bewegt sich g nach der Gleichung 
Q4 ( 1 1 )=- Qq daz 


(e+a)? (.«—a% Are, (Ma) ' 


MP 4re, 
Für kleine Amplituden entsteht eine harmonische Schwingung mit 
der Frequenz w? = Qg/rme,a®m. Von der Länge a hängt die Frequenz 
stark ab. 


. Für ein nur von der Zeit abhängiges Geschwindigkeitsfeld ist die 


Lösung der Kontinuitätsgleichung in (131.9) dargestellt. Aus $= v 
folgt s = Bt?]2 -+s, mit s, = 0. Daraus ergibt sich u(z, t) zu 


Aa? 


a) ul&, t) — Ae-:(@-a-PiRj2)* b) u(z, t) m _BRRP Her . 


Die Gesamtmasse erhält man durch Integration. Sie wird im Falle 
a) M= Ayr/«a, im Falle b) M=rAa. Der Schwerpunkt z, liegt bei 


a) = ßt?/2-+a,b) = BtRl2. 


+00 [) 0 
1 1 r 1 ? 
Pe) jos-elol_ __ Gz-)w ıL __ dz+29)® 
. 8) > [ goe >= [we + 5 [oe 
-00 0 -©0 


Bibi) 1 8 
Bu lja-e ! jaete| vn 248" 


Das ist die in (131.14) genannte ö-Funktion. 


+00 +%© 


b) A f dweier- op? — _I_e-wer2 [ dme-(we- Iaie)y2 
2r 2r 
-%0 -00 
 o-wpere Var __ 1 ae, 
2r € eV2r 


Ist Z die Länge des Balkens und x, die Koordinate des hinteren 
Endes, so ist 


2) ala) = w[ßl@— 2) — Be — m — L)] 
b) ae) = md — zo) KL + m 2). 


13.4. 


13.5. 


21. 


22.1. 


Lösung der Übungsaufgaben 355 


Aus der Definitionsgleichung der 9-Funktion folgt 
(2) +9(—2)=1. 
Weiterhin gilt 
9&— a) 9(x—b)=H(x— a) (a>b). 
Daraus folgt: 
92) d(a— x) = (x) [1 — H(x — a)] 
= Hz) — H(x) d(# — a) = 9(x) — (x — a). 
Denkt man sich in das Stromlinienbild einen Zylinder und eine 
geschlossene Kurve nach nebenstehender Abbildung eingezeichnet, so 
fließt beim ersten Feld mehr aus _ _____________L 


dem Zylinder heraus als hinein, LS on arg 
das Feld hat Quellen. Dagegen m» _| ı f 
ı 


verschwindet das Integral über a BER: 
eine geschlossene Kurve. Beim RETTEN 
zweiten Feld gibt nur das Um- -— —— —_—— 


\ 
laufintegral einen Beitrag. Also g)1 T ” I RR 
ist a) ein wirbelfreies Quellenfeld, \ I 
b) ein quellenfreies Wirbelfeld. ans ö 


Man betrachte zwei Integrationsflächen mit der gleichen Randkurve. 
Sie sollen gleiche Ergebnisse liefern, falls die Flächennormale nach 
der gleichen Seite zeigt. Läßt man die Flächennormalen nach ver- 
schiedenen Seiten weisen, so müssen dann die Ergebnisse entgegen- 
gesetzt gleich werden; also müßte die Integration über die aus beiden 
Flächen zusammengesetzte geschlossene Fläche Null liefern. 

Nun ist aber nach dem Gaussschen Satz 


0) i 0 {) i 
Half) jez x%)=0. 
Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus 
0 {) 3 0) 0, N. - 
or (7: xi)=(z % zr)i=0. 
Legt man die z-Achse in den Stab, so wird nach Ü 13.3 
e(t) = 206(z) öly) [92 + a/2) — 9(z— a/2)]. 


Beim Einsetzen in (221.8) lassen sich die zwei Integrationen über 
die ö-Funktionen leicht durchführen. Die dritte über z führt mit 
= a?+ y? auf 


24 Macke, Felder. 3. Aufl. 
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22.2. 


23.1. 


23.2. 


Lösung der Übungsaufgaben 
In großer Entfernung r>a (r!= £? +2?) vereinfacht sich U(r) zu 


EL. 1-5 =(1-35)]. 


4rreor 


wobei Q= ae, die Gesamtladung des Stabes ist. In erster Näherung 
entsteht das Potential einer Punktladung. Die Bedeutung des zweiten 
und dritten Gliedes ist in (226.22) erklärt. In kleiner Entfernung 
t<a,6<a/2 —z führt die Entwicklung auf 


EL 


u 2re, a 16 


Hinsichtlich der Abhängigkeit von £ ist dies das logarithmische 
Potential des unendlich langen Stabes. 


Abb. 134.3 zeigt den Feldlinienverlauf. Von r= 0 aus nimmt die 
Feldliniendichte längs der x-Achse nach beiden Seiten hin zu. Senk- 
recht dazu nimmt sie nach allen Seiten ab. € (rt) besitzt hier also einen 
Sattelpunkt. 


Die aufgewendete Arbeit ist gleich dem Energiezuwachs des Systems, 
d.h. hier gleich der Energie des Systems. Diese kann nach (232.12) 
berechnet werden mit (r, Kugelradius) 


a) o(t) = 0’ölr— r,) (U nach Abb. 222) 
b) oe) = 90 (ru, — r) (U aus (222.12)). 


Die Integration liefert: 


1 fe 1 2 
a) B= 5 [are öl) a  » © 


ATEgTo 28 2 Arneoto 


1 Q 1 
b) E 5 fareo er (3r3 — r?) 


_4rnr 99 1 3 _9 
ar Are, I" ö n]= 5 Arnepro 


Im Fall b) ist die Energie größer, weil Arbeit aufgebracht werden 
muß, um, vom Fall a) ausgehend, Ladungen ins Innere der Kugel 
zu bringen. 


Im Fall a) kann man das Ergebnis von Ü 23.1b verwenden, mit 
r, = e/2. Danach ist 
Q? 


ATEg 


6 1 
E=-z Fu 


b) Die Berechnung des Potentials erfolgt nach der Methode, nach 
der (222.12) abgeleitet wurde 


ER gerne 
€ 


Areor 


24.2. 


24.3. 


24.4. 


24* 
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Dieser Ausdruck wird in (232.12) eingesetzt. Die Integration liefert 


sb @ ı 
E 32 4re, € 
c) Hier wird 
= ar etw, 
ler Bern, 


Bei Berechnung der Energie kann die Integration durchgeführt 
werden und liefert 


PR RE I 
2yr dreg € i 

In allen Fällen geht E— © für &—0. Die Selbstenergie einer exakt 

punktförmigen Ladung divergiert. 


. Das magnetische Moment wird nach Definition 


„= [dt M,= M,O = 10°5 Vsm. 


Das Drehmoment auf einen Dipol im Feld ist nach (241.5) 


D=mHsinp= 10° sVm 4 2 sing= 4,0sinp pem. 


» ist der Winkel zwischen m und 9. 


Ist die Magnetisierung des Stabmagneten Me,, so ist fürr<.R die 
magnetische Ladungsdichte 0, = M[ö(2— a/2) —ö(z-+ a/2)] und für 
r>R gleich Null. Da das Feld in der Achse aus Symmetriegründen 
die Richtung der Achse hat, braucht man auch nur das Potential 
in der Achse zu kennen. Es berechnet sich nach (241.2) zu 


2r 
_.M [ dy’ds’s’ 6 dy’ ds’ s’ 
Arm f J Ver+@- ap) j | Vs"? + (2+/2)° 
00 00 


= [VR+@-a2?— YR’+@+a)'+a]. 


H, wird nach Y,= —OV/dz bestimmt: 


=" 2+.a/2 2— a/2 | 
20 | VR®+(2+a/2?  VR®+(2-a/2)? 


Nach der in (241.1 und 2) gezeigten Analogie zwischen Elektrostatik 
und Magnetostatik kann man auch Formel (226.22) verwenden, die 
hier in 


= - I Pı(ea) g, = [dr’o(v)r" Pı(e’a) 
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31. 


32.1. 


32.2. 
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übergeht. Legt man die Symmetrieachse des Magneten in die z-Achse, 
so ist a= e,. Die magnetische Ladungsdichte o(t) kann man Ü 24.3 
entnehmen. Die Integration über 2’ und 9’ wird ausgeführt und 
liefert 


R 
= 2r.M [ds’s’(#°+ (0/2)? P,(a/2Ys*+ (a2) [1 (1) 
0 


YR? + (a]2) 
= 2n/1 [ dpp'*' P,(a/2p) 1 (—1)}}. 
a/2 

Die geradzahligen Momente verschwinden, 9; = 0. Für die ungerad- 
zahligen ergibt die Integration 

= MO 

g; = MÖ(a?— 3R?)/4 

9; = 10 (a? — 10a? R?+ 10.R?)/16, 


mit ÖO=arR?. q, ist das aus Ü 24.1 bekannte Dipolmoment. 


Für eine Punktladung Q, die sich neben einer leitenden Wand be- 
findet, ist das Potential in (313.2) angegeben. Bei mehreren Ladungen 
addieren sich die Potentiale der einzelnen Ladungen wegen der 
Linearität der Potentialgleichung. Betrachtet man die Teile o (t,) dr, 
der Ladungswolke als diese einzelnen Ladungen, dann wird 


m ’ dryolt,) ( zen 
4TEy nl tu] / 
t, ist der betrachtete Punkt der Ladungsverteilung, 4 =, —2ntgeon 
(n Normale der Ebene) der dazugehörige Spiegelpunkt falls r, = 0 in 
der Wand liegt. 


a) c=64,1pF/m, © = 19,6 cm, k,/kg = 2,38. 
b) c=21,1pF/m, G= 8,66 cm, kılka = 13,9. 


Es muß ein Zusammenhang zwischen Ladung und Potentialdifferenz 
der Kugeln gesucht werden, um Ü=Q/(U,— U;) berechnen zu können. 
Die erste Kugel soll durch R,, U,, Q, die zweite durch R,, U,, 
q=—0Q charakterisiert sein. Q bzw. g sollen sich im Abstand b bzw. c 
vom Mittelpunkt der Kugel befinden (vgl. Bezeichnung in der Ab- 


bildung). 
u U: Würden sich die Kugeln 
N nicht beeinflussen, dann 
kann durch Scheinla- 


dungen & = 4r&RıU0ı 
und ,=4r&R,0, im 
Mittelpunkt der Kugeln 


33.1. 


33.2. 
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(b,= 0, c,= 0) erreicht werden, daß die beiden Kugeln auf den 
Potentialen U, und U, sind. Der Einfluß von 9, auf die Kugel 1 
kann nach (313.9) durch eine Ladung Q, kompensiert werden, ent- 
sprechend der Einfluß von Q, auf die Kugel 2 durch eine Ladung g;: 


R Ri 
a Ar Eh 

R R3 
= 0% a = bi =’ @ = i 


Weitere Glieder gehen stärker als R/a gegen Null. Die Gesamtladung 
der Kugeln ist 


R 
Q9= + 9A = 4rsR, U, — Rla- Ir U,= Are, (U, — = D,) 
R 
9=n+N=tneKzlV,;— Ryla Ares RU, = 4reokg (n- v,) i 


Aus Q= —q folgt 
U,Rı(1— Rola) 


U,= Rz(1 — Rı/a) Q=4r&KRı U,(1-H-.Rı/a) 
und daraus Pe 
= — 7 > =2naR(l—Rja) 
RR a 


mit /R=1/Rı +1/R,. 
Über (332.7) und (334.7) hängt e mit dem Molekülvolumen zu- 
sammen. Setzt man für X = oL/(M)kg (M Molekulargewicht) ein, 
so wird z(M)kg ___6-10-*cm?29kg 


> m . 10° cm?. 
° 3oL 3-1,3-. 1076 kg 6 . 1026 7,5 19 cm 


Der Durchmesser berechnet sich daraus zu d= 2,4. 10°® cm. 


Bei kleinem x ist y=x, und es besteht der Zusammenhang (333.15). 
Daraus kann das elektrische Dipolmoment des Wassermoleküls be- 
rechnet werden. Es wird 2, = 0,66ea, = 5,8 - 10-°° Asm (e= Elemen- 
tarladung und a, = BOHRscher Wasserstoffradius). 

Bei einer Sättigung von 90%, muß L(«) = 0,90 sein, was bei «x = 10 
erfüllt ist. Nach (333.8) kann man die zugehörige Feldstärke be- 
rechnen, € = 7,1: 10° V/m. Es ergibt sich ein außerordentlich großer 
Wert, woraus ersichtlich ist, daß die Näherung «<]1 von allen 
praktisch vorkommenden Feldstärken erfüllt wird. 


. Durch Integration von (335.3) über eine Platte des Kondensators 


erhält man = DF. Sind die Teildicken d, und d,, so ergibt sich 
aus D=ee,& und U = €E,d, + Erd, 

BEL: EEE 

u dla, + d,/e, " 
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33.4. Die Zugkraft am Dielektrikum (339.8) muß gleich dem Gewicht 


34.2. 


der Ölsäule sein, was auf A = 0,14 cm führt. Die Kraftwirkung ist 
also klein. Da sich unter anderem die Oberflächenspannung störend 
bemerkbar macht, ist diese Methode nicht zur Bestimmung von & 
geeignet. 


. M = He, wird in nn 9) eingesetzt: 


1 () dr’ 
v I he: 37 tr] Arm|t—rv]| 
Es entsteht bis auf einen Faktor Me,e,/u,Q der Ausdruck für die 
elektrische Feldstärke einer homogen geladenen Kugel [(213.12) 
und (222.10)]. Mit m = e,-4rn_ MR?/3 als dem Dipolmoment der 


Kugel wird daher 
mt 


Fan (r>R) 
me 
14 = irwR (r = R) . 
Daraus erhält man für $ innen 9 = —m/4ru,R? und außen 


1 2 
Vz, Pieor-mor]. 


Das äußere Feld bleibt dasselbe, wenn man die magnetisierte Kugel 
durch einen Dipol der Stärke m in ihrem Mittelpunkt ersetzt. 


Man muß die Kraft auf einen induzierten Dipol im Magnetfeld be- 
trachten. Analog zu (234.9) ist seine potentielle Energie E = —m$H/2 
mit m = MOD = (u —.1) u, 09. Die Kraft berechnet sich nach 
0E 1 0 
8=--;, = zu-N)wOz og. 
Auf der Achse hat St aus Symmetriegründen nur eine z-Komponente K. 
Für einen dünnen Stabmagneten ist 
= n | r—a/2 r+.a/2 
9 oz |t—a/2]? ne): 


Der Ursprung soll in der Mitte des Magneten liegen und die z-Achse 
in Richtung der Eisenfeilspäne. Für X ergibt sich 
2(32? + a?/4) 
K= (5) DO 


K hängt nur von a? ab, ist also unabhängig davon, welchen Pol man 
den Spänen zukehrt. 
Die Späne werden angezogen, wenn K > mg ist. Für K = my wird 


(22 — a2/4)5 Br 10° . . 4=10 


cm ur 


za _ 7 
2(32? + a2/4) 2,65 - 10° u = 1000. 


34.3. 


34.4. 


34.5. 
35.1. 


35.2. 
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Daraus ergeben sich z= 9,lem für u = 100 und z= 11,4cm für 
ı# = 1000. Der Abstand des Magneten von den Eisenfeilspänen muß 
also kleiner als a) 4,1cm b) 6,4 cm sein. 

Da sich die Abstände der Späne von beiden Polen wie 1:3 verhalten, 
ergibt sich nahezu dasselbe Ergebnis, wenn man in $ nur das erste 
Glied, also das Feld des näher gelegenen Poles, berücksichtigt. 


Nach (341.7) ist die Energie 


| un PR RB? 
i-zUnk- 3 OuwH =z0 Te 


Im Fall «) ist /3 fest vorgegeben, die im Eisen gespeicherte Energie 
wird kleiner als die in Luft gespeicherte 


a) E,R=0,4Ws Ep =10°E,. 

Im Fall ß) ist 4} fest vorgegeben, so daß das Umgekehrte gilt 
ß) Er=4-10°?Ws Ey. = 10E;. 

Nach dem am Schluß von Ü 34.1 Gesagten muß 


— Yu 
Bu = 8nR® 


sein, woraus m = 0,91 . 1017” Vsm folgt. 
NM = m|O = 0,85 Gauß. 


Aus einem Verbrauch von 500 W bei 60 V folgt für den Verbraucher- 
widerstand 
U _r 
R,= N” 720. 


Ist ein Widerstand R mit R, in Reihe geschaltet, so ist U, 


U 
U, 


Re _ 
RHR, 


Leon und B=| —1)R,=480. 

Die Flächen 1 und 2 sind nach Voraussetzung Potentialflächen; aus 
Symmetriegründen ebenfalls die Fläche 3. 

Jetzt kann man 1 bis 3 als Seiten betrach- 

ten, dann muß die Fläche 4 Potentialfläche 

sein usw. Daraus folgt, daß alle Potential- 17 4 3 ? 
flächen Ebenen im gleichen Abstand sind. 

Somit ist j immer parallel zur Achse gerichtet und kann höchstens 
vom Radius r abhängen. Wegen rot& = rotj/o = 0 darf j/o nicht 
von r abhängen. Beim homogenen Leiter ist o und somit j kon- 
stant. 


362 


35.3. 


35.4. 


Lösung der Übungsaufgaben 


Den Draht mit oa =o,(1-+ (r/a)?) kann man als Parallelschaltung 
vieler kleiner homogener Widerstände auffassen, also muß das OHm- 
sche Gesetz gelten. Dabei ist 


a 

U 2ü U 3 U 

= -J-/afi 270,7 [drr(i+ Wa) = Fe 
(0) 


Die Zahl X der Atome im Kubikmeter kann durch die LOSCHMIDT- 
sche Zahl Z ausgedrückt werden: 


L= 6.10%. 


Sie hängt über die Dichte o und das Molekulargewicht (M) noch 
wesentlich vom speziellen Material ab. Hier werden folgende Mittel- 
werte angenommen: 


Gase: = ii (M)= 30, Nz10® m"? 
Flüssigkeiten: 0-10, (M=-50,  N=10®m:. 
Damit ergibt sich 
EN Eee en 3-10"? für Gase 
om or’ m“? 3 für Flüssigkeiten. 
. Die Bedingungen lauten 
1 1 
R+-——— =, B+7—— a. 0 
ame R'Krh 


Eliminiert man aus der zweiten Gleichung mit Hilfe der ersten R,, 
so ergibt sich für R, 


R,=R|VR/R)’+R/R—1]. (2) 
R, muß durch Vertauschung von R, und R, entstehen 
R;=R, [VRR + R/R,—1]. (3) 


Da die drei unbekannten Widerstände nur zwei Gleichungen zu er- 
füllen haben, bleibt einer — hier R, — zunächst unbestimmt. Weil 
R,>0 und R,>0 sein muß, folgt für R, 


Rı<K, 


en fr B>R, 
u} 
zn (4) 


R,<R gr, für RR, 
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Wählt man z.B. R, = 0, so wird einfach R,= R,und R, = R;,, aber 
dann liegt keine Spannung am Verbraucher. Für den maximalen 
Wert von R, erhält man 


R>R: R=R, Ver wg =, B=RM-RR 
(5) 
R,<R,: Pe a EB RR, IRJR,, R,=0. 


Die genaue Bestimmung von R, folgt aus der Bedingung, daß am 
Verbraucher eine möglichst hohe Spannung U, liegen soll. Die Span- 
nung am Verbraucher ist 


En; (Rz + R,) Rı/(Rı + Ra + R,) R, R, R- 
® O R+R3+(R+R)Rf(Rı+ R+R,) Roe+H, 2R, R,+Rg 


U 


Im letzten Schritt wurde (1) eingesetzt. Für R, und R, werden (2) 
und (3) eingeführt, dann wird OU,/OR, gebildet und Null gesetzt. 
Mit Z= R}- RiR,/R, und N = R}+ RiR,/[R; entsteht 


VEN (R,+R) + VZRAR,—Rı)— VNRı(Ry+R,)=0 
Daraus ergibt sich unter Verwendung von R,YZ= R,YN 
(Ri+ RR) (R+R)’= RR, (R,— 2R,— R})}. 


Das läßt sich nach kurzer Umformung zu einem quadratischen Aus- 
druck zusammenfassen, und für R, ergibt sich 


2R,R, 
R—E,’ 


v 


$, extr 7 


Für R,>R,ist beim Vergleich mit (4) Ryeru >Max.R,. Im möglichen 
Bereich von R, liegt kein relatives Maximum. Das gleiche gilt für 
R;< R,, da dann Rjezır < 0 wird. Für R, muß also entweder Min R, 
oder MaxR, gewählt werden. Nach dem oben Gesagten scheidet 
MinR, = 0 aus. Also ist (5) die Lösung der Aufgabe. 


41.1. Mit » aus Ü34.4 und (414.4) wird 


J= m Fr = 10PA. 
41.2. Aus (414.4) folgt 
8.10% | 1 
80 1000. 
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42.1. 


42.2. 
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Nach dem BioT-SavArtschen Gesetz wird das Magnetfeld eines 
geraden Leiters der ne I 


Ben. = ISxr/i-z, 2 

[er + mr. 4er | T2 = 
r; ist der Abstand vom Punkt i und o; 
der Abstand vom i-ten Draht der Ab- 
bildung. Das Magnetfeld des Quadrates 


setzt sich aus vier solchen Ausdrücken zu- 
sammen: 


9-25 (+) a aa 


470, 2 r] AT Om 13 174 
e I— e,x (t-e,l) (I— 

J y nn | Yy + Y )+7 Y ( z ) | Y + Yy ) 
ATOy 14 11 470 T3 T2 


In der Achse wird 9 = —2Je,/twr und in dem Quadrat 


T- T. T: rT 
9»--7 er ie 


Eine Platte stellt einen Strom J= @» dar (v» = Frequenz), ein 
! achsenparalleler Streifen einer Platte den Strom 
dJ=»vdQ=volds. Dieses dJ erzeugt ein 

Moment dm = wFdJ = urn (d°+s?)volds. 

ds Daraus folgt durch Integration über beide Platten 


+b/2 


% m=trvol | ds[(d’+8)— 8] = Mrrd’Q. 
4-d-- -5[2 
1 


X ist nach (422.10) parallel zur Stromrichtung e,. Aus Symmetrie- 
gründen kann es nur von a= |t X e,| abhängen. Also gilt Y= e,J (a) 
und es wird 


1 df 
a da‘ 


() (0) 
B= Ep xA=—Je,X = Mlıxe,)=—J,xXr 


Da aber nach (412.9) B = uJ (e, x t)/2rca? ist, muß df/da = — u/2ra 


gelten, also f= — £ Inaja, a, Konstante). Damit wird 
oO It v () 
HoJ @ 
AV=—e, 3 m 


Aus (422.5) folgt 9 = aJe für |e xr|<R und 9 =0 für ex r|>R. 
Alt) ist also das Vektorpotential einer Spule vom Radius R, deren 
Achse in e-Richtung weist und die a Windungen pro Längeneinheit 
besitzt. 


43.1. 


43.2. 
43.3. 


43.4. 
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Die erforderliche Arbeit ist gleich dem Unterschied der Feldenergie 
E = 95/2 in beiden Fällen. Sind die Spulen lang, dann wird die 
meiste Energie in der Spule gespeichert, man kann das Feld außer- 
halb der Spule vernachlässigen. 

Vor der Trennung ist #=»,J/+93J,, danach H,=»,J, und 
H,= v,J,. Daraus folgt für die Energie 


Eyor = 2 Hdıt vgJ,)” Ö E nach = I rd) + (vaJ2)?] Ö. 


Die Feldenergie hat sich um AE = ugrıYaJıJa geändert. Fließt J, 
parallel zu J,, so muß Arbeit aufgebracht werden, ist J, antiparallel 
zu J,, so kann Arbeit entnommen werden. 


Vergleiche die Ausführungen in [544]. "oO 
Setzt man (422.17) in (431.9) ein und 
wendet den STokEsschen Satz an, dann Pr 
erhält man 
Fs 
1 . 
lu=7 f AR. € 
Der vom Leiter 1 herrührende Fluß 
durch F', ist nach nebenstehender Abbildung 
nn. Far Boldı er 
fat Frnutunme, m 


11a 


der von 1’ herrührende a 
feai- em 


Drückt man r noch durch a, b, c aus, so wird 


b+c\? 
Ber 


(2) 


Er 


Der Faktor 1/2 tritt bei der Bewegung eines geladenen Teilchens im 
elektrischen Zentralfeld in Anwesenheit eines schwachen Magnetfeldes 
auf. Schwach bedeutet hier, daß in (436.10) das Glied mit ®* gegen 
das mit & vernachlässigt werden kann. Ist jedoch € = 0, wie in 
Ü43.2, dann ist diese Vernachlässigung nicht möglich. Es ergibt 
sich eine Kreisbewegung mit der Frequenz —e®B/M. 


. Man kann eine Achse des Zuges zusammen mit den Schienen als im 


Unendlichen geschlossenen Stromkreis auffassen. Dann ist nach (511.5) 


vi) = v ER 
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(b ist der Abstand der Schienen, v die Geschwindigkeit des Zuges). 
Setzt man b»-2m, v=100km/h, R |, = 0,5 Gauß, dann wird 


Us 3mV. 


Infolge dieser Spannung fließt aber kein Strom, da der Stromkreis 
nirgends geschlossen ist, denn alle Achsen stellen solche Spannungs- 


quellen dar. 


51.2. Der Fluß durch die Spule, deren Stellung durch den Winkel @ ge- 


kennzeichnet ist, ist 


(R Radius, ! Länge des Ankers). f(p) 
ist in nebenstehender Abbildung dar- 
gestellt. Die von dieser Spule gelieferte 
Spannung ist 
; f) 
U'= == —2RIlRB,w(df/dp). 

Die von der zweiten Spule gelieferte 
Spannung erhält man, wenn man 


durch 9 — r/2 ersetzt. Sie ist in der Abbildung gestrichelt gezeich- 
net. Schaltet man die beiden Spulen hintereinander und bringt einen 
Kollektor so an, daß bei p.= r/4 und @ = ör/4 umgepolt wird, 
so kann man eine Gleichspannung U = 2Rlw/3, entnehmen. 


52. Analog zu (523.2) ergibt sich für die Ladungen auf den Kondensatoren 


C, und (©, 
Lyäı+ Lisöa+ qı/Cı = 0 
Laäa+ Lian + 9/0 =0. 
L,,ist die Gegeninduktivität der beiden 
Spulen. Bei den Eigenschwingungen 
ändern sich g, und g, mit gleicher Fre- 
quenz, also q, = g’ el®! und g, = Wei“! 
Mit diesem Ansatz gehen die beiden 
Gleichungen in 
VO, @L)— Ww’L,=0 
m wLya+ (1/0, — w’L,) = 0 


(0) 


über. Dieses homogene Gleichungssystem für g’ und g{” hat nur 
dann von Null verschiedene Lösungen, wenn die Koeffizienten- 
determinante verschwindet. Das gibt eine Bestimmungsgleichung 


für o: 


o(L,L,—L}.) > @(L/Ca+ L,/C)) +1/0,0, =0. 


53.1. 
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Sie liefert zwei Werte w(—w ist keine neue Lösung). Für schwache 
Kopplung L,,— 0 werden die beiden Schwingkreise getrennt, die 
Eigenfrequenzen sind gleich denen der einzelnen Schwingkreise: 


= 1/20, ol= 1/L,C,. 


Bei starker Kopplung ist L}, = L,L,. Damit geht eine Eigenfrequenz 
gegen Unendlich, die andere ist 
1 
2 


Re, C,Lı+CyL; 


Beide Aufgaben lassen sich in einer behandeln, wenn man allgemein 
vier komplexe Wider- 
stände ansetzt, die im 
Fall 


mU/Us 


a) Rı=jwlL 
R,= N,= 1/jwol 
R=R 

und im Fall 

b) Rı= l/jwoC 
RER, =jwol 
R=R 


bedeuten. Mit der in der 
Abbildung benutzten Strombezeichnung wird dann: 


U=SN, 3=% 


3 = W/Rı+ RRUNZ-+ RY]- 


Es ist zu beachten, daß der Widerstand N, keinen Einfluß auf U 
hat, sondern nur auf den von der Spannungsquelle abgegebenen 
Strom. Aus den drei Gleichungen ergibt sich 


1 
US SIR 


Hier werden die speziellen Widerstände eingesetzt und &=1/LC 
und y=1/RC eingeführt: 


_ u eier 
”) UM = 00 aaa ray’ 


= 2 @—-w—jwy 
” ee er u 
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Setzt man U/U, = rel?, so lassen sich beide Lösungen als die beiden 
Zweige der Kurve 


rc089+ (o,/y” sino=r? 


darstellen. Der Kreis a) sperrt für hohe Frequenzen, der Kreis b) 
für niedrige. Der Widerstand R, sorgt dafür, daß in diesen beiden 
Grenzfällen Kurzschluß und Leerlauf der Spannungsquelle ver- 
tauscht werden. 


.a) R, und ZL, bestimmen sich aus 


joLıRı 
jolı+KRı 


joL+-R= 


R 


Diese Gleichung muß für Real- und Imaginärteil erfüllt sein. Das 
liefert zwei Gleichungen für R, und L, 


R,=R+o’ID’/R L,=L+R’o®L. 
b) Für eine Spule mit Eisenkern ist nach (535.8) 
L=(1+x)L R=@xalLo. 
Damit werden 
++ _ At’ +x% 
R,=vL, > ei a 


Der pro Umlauf erzeugten Wärmemenge entspricht die von der 
Hysteresekurve umschlossene Fläche. Bei 
dem gegebenen Parallelogramm ist die 
Höhe 20u,H, und die Breite 34,/4, 
also 


N. = 2 Ho 3 Ho = 15 HB. 


M ist in der Form 


M= — 1,2: (A, cosnwt + B„sinnwt) 


gesucht. Dazu wird in die Funktion (vgl. Abbildung in Ü 53.3) 
Aal) = (IEH—6H6) Mo Maya 10H 
MalH) = (16H +6H,) io Mı= —1Wuh6- 


53.5. 


54.1. 
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H=N,sinwt eingesetzt und eine FourIkrentwicklung durch- 
geführt. Setzt man noch M/uyH, = f und wt= x, so wird 


fiz(z) = 16 sinz — 6 —a<r<r/2 
fa3(z) = 10 rn <SEe<n—a 
fsa(z) = 16sinx +6 r—a<x<3n/2 
faı(z) = —10 IT <r<—a. 


« wird aus sing = 1/4 zu « = 14,5° bestimmt. Betrachtet man eine 
Funktion g(x), die zwischen —« und rn —« mit f(x) übereinstimmt, 
aber sonst Null ist, so kann man f(x) als 


fx) = ga) -g®— r) 


darstellen. Setzt man hier die FouUrRIERentwicklung von g(x) ein 
(die Koeffizienten von f seien a,„, b„, die von g a,,, b,), so erhält 
man sofort 


Y=%=-b=0 a, — 2a a; — 2a; b,= 2bi b, = 2b}. 
a, läßt sich mit N, aus Ü 53.3 und ®t—=x berechnen: 
2 
N„=$ MdN=—[ MidHlde) dx 
0 


2r 
= ta dx cos’ = — Uhornaı. 


Daraus ergibt sich a, = — 4,77. az, bj, b; muß man über die Inte- 
grale für die Fourrerkoeffizienten berechnen und erhält 
a; = —0,70 bi = 5,26 b3 = 0,38. 


Damit wird 
f(x) = —4,77 cosx — 1,40 cos3x + 10,52 sinx + 0,76 sin3x 
= 11,5 sin (x — 24,5°) + 1,59 sin (32 — 61,5°). 


Nach (511.6) gilt 


a 
mit 
r B= HM Hendl. 


! ist die Länge der Spule. Setzt man U; für die Amplitude der in 
der Luftspule induzierten Spannung, so wird mit /f aus Ü53.4 


U' = Ui[12,5 cos (ot — 22,5°) + 4,77 cos (3wt — 61,5°)]. 
Die Eckpunkte des Generators aus Abb. 542.2 werden von links 


unten ausgehend im Urzeigersinn mit I, II... VI bezeichnet. Diese 
Punkte befinden auf den Potentialen 0, U,, 3U,, 4U,, 2U,, 0. 
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Durch die Gleichrichterwirkung kann ein Strom nur von VI nach 
II, von II nach V, von V nach III und von III nach IV fließen. 
Zum anderen fließt ein Strom in Richtung niedrigeren Potentials. 
Im vorliegenden Zustand kann also keine Ladung fließen. Nimmt 
das Potential von I Werte zwischen —U, und U, an, so ändern sich 
die Potentiale von II und III um denselben Betrag, die von IV, V 
und VI bleiben unverändert. Bei II schwankt es periodisch zwischen 
0 und 2U, und bei III zwischen 2U., und 4U,. Es wird dabei nie 
so hoch oder so niedrig, daß ein Strom fließen könnte. Erst bei Ver- 
brauch, wenn also die Ladung am Kondensator C‘, kleiner wird und 
damit auch das Potential unter 4U, sinkt, wird zeitweise das Poten- 
tial des Punktes III größer als das des Punktes IV. Dann fließt ein 
Strom von III nach IV, der wiederum Ströme von V nach III, dann 
von II nach V und von VI nach I ermöglicht. 


. Soll sich das Elektron auf einem Kreis bewegen, so muß die erforder- 


liche Zentralkraft —mv?/r durch die magnetische Kraft —evß,(r) 
aufgebracht werden. Durch die WIpEroEsche Bedingung wird ein 
Sollkreis R, definiert, auf dem die Größe 


K(r) = mv®|r — evß,(r) 
gerade verschwindet, K(R,) = 0. Damit diese Bahn in radialer Rich- 


tung stabil ist, muß K(r)<0 fürr>R, und K(r) >0 fürr<R, 
sein. Also muß 


dK 
| dr )u= s 
gelten. Das führt auf 
mv? [9B: 
Re ( dr )n<0 


oder unter Benutzung von K(R,) = 0 auf 

R, [0ß, 
Bert 
Nach der WIDEROEschen Bedingung ist das Magnetfeld im Inneren 
größer als am Sollkreis, wo also d/3/dr < 0 ist. Daher muß der obige 
Ausdruck zwischen 0 und —1 liegen, am günstigsten nahe Null. 
Setzt man /3, = r"" in der Nähe von R,, so muß 0<n<1 gelten. 


. Für 0 >wee, gilt in (615.13) $>«, womit -Imn = Ren = Yß/2 


wird. Daraus ergibt sich nach (615.19) für die Abklinglänge 
Jf4r c 


1 
VBr2 oy2ß V2umow " 


o—=5.10’Q-!m-! und «1 ergeben für die beiden Fälle 
a) 2=0,lmm b) Z= 1,6 muy. 
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61.2. Die Welle breite sich in x-Richtung aus, senkrecht zur Grenzfläche 
weise die z-Richtung. Alle Funktionen dürfen nur von x und z ab- 


hängen. 

In den beiden Medien müssen die MAxwEutschen Gleichungen 
08 (7) . 
LAG e 0) : 
an 3) EX PSHme&t+umesE (4) 


. erfüllt sein und in der Grenzfläche €, 8” und ß*/u stetig sein. 
Aus der Existenz von Grenzbedingungen kann man gleich darauf 
schließen, daß die Abklingkonstante in x-Richtung und die Phasen- 
geschwindigkeit in beiden Medien gleich sind. Ebenso müssen in einem 
Medium die Abklingkonstanten aller Komponenten von € und ® 
gleich sein. 

Nach Voraussetzung hat ® die Form B = ß(®, 2, t)e,. Dadurch 
wird (1) erfüllt. Aus (2) folgt €,— 0 und 


Be ae 
ale > Sin (5) 
(3) geht in pi . 
€, , DE, _ : 
9% 170 (6) 
über und (4) in 
RB E 9,3 = 
TE = umgoC,+ umeil; Ze 2 = UlyICz+ MUgEEgkz- (N 


Nach dem in der Aufgabenstellung und oben Gesagten haben €,, €, 
und /3 die Form 


B=Bolte; 2) £,= E,.2f(&, 2) er €,= &,,f&, 2)e)r 


Ha, 2) = rd eraenPz, 


Bei dieser Abhängigkeit von x, 2 und # können 0 [dt = jw, O/dz— —ß 


und H/d& = — («+ jw/v) gesetzt werden, dann folgt aus (7) 
-i9 _ ß BER: -jv___a+jo , 
Sue t= Ho + Jo EEo Bo= x I3o et x Bo 


und aus (5) 


P+(@+ jo? = jez, 9) 


während (6) erfüllt ist. Die bis jetzt entwickelten Gleichungen gelten 
für beide Medien, nur mit verschiedenen wu, &, o, ß. Sie werden nun 
durch Indizes 1 und 2 unterschieden. Die Stetigkeit von B'/u verlangt, 
daß Boa = (Uzlıı)Boı gilt. Aus der Stetigkeit von €* folgt 


Bılzı = Maßalttı%z- (10) 


25 Macke, Felder. 3. Aufl. 


372 


Lösung der Übungsaufgaben 


Die Gleichungen (9) und (10) genügen zur Berechnung der noch un- 
bekannten Größen ß,, Ba, &, v: 

a _ Jels—an) _ Pate 
Pi 1— u%/ug%ı Pa= Hazı Pr 


(«+ jo/v)’ = jom—P- 


ß wird komplex. Das Vorzeichen muß so gewählt werden, daß Re ß, >0 
und Ne ß,< 0 werden, denn die Amplitude muß mit wachsender 
Entfernung von der Grenzfläche abnehmen. 

Bemerkenswert ist, daß €,+0 ist, E also eine Komponente in 
Ausbreitungsrichtung hat, und daß 8 komplex wird. Dadurch stehen 
nach (8) die Ebenen gleicher Phase nicht senkrecht zur Ausbreitungs- 
richtung, sondern haben die Form 


wx/v + ImPßz = konst. 


. a) In der Ladungsdichte muß eine ö-Funktion auftreten, deren Ar- 


gument an allen Punkten der Fläche, aber auch nur auf der Fläche 
verschwindet. Diese Bedingung erfüllt die Funktion, durch die die 
Fläche gegeben ist. Daher wird: 
«) e= 0’ v, y, 2(&, „dl — 2, Yy)]- 
Den Zusammenhang von o’(x, y) mit der vorgegebenen Flächen- 
ladungsdichte o (x, y) erkennt man bei der Berechnung der Gesamt- 
ladung: 

Q=[are=| [dxdyo’Tz, y, 2, y)] 

—[dfo(, y)=[faxdyok, y)Yl+22-+2- 

%,, 2, sind partielle Ableitungen. Der Wurzelfaktor gibt das Verhält- 


nis des Flächenelementes auf der Fläche zu dessen Projektion auf 
die x, y-Ebene an. 


ß) e= ed) ölgle]- 
Mit df=dxdyyg2+9,+ 92/9, und ölg(v)] = ölz—z(x, y)]/g, wird 


analog zu «&) 
(= o(e, y)YR+H+R= ol, y)|gradg|- 


Für 2 ist natürlich nach der Differentiation die aus g(r) = 0 erhältliche 
Funktion 2= z(x, y) einzusetzen. 


y) e= 0) [Audv ölr—riu, v)]. 

Bei der Berechnung der Gesamtladung 

Q=[dre=[[Audv[dro’k)ölr—riu, v)]=/ [dudve’Ictu, v)] 
=/[afo(u, v) -/[ faudv o(u, v) Yızo 2 — (tur)? 


62.2. 


62.3. 


25* 
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erkennt man wieder den Zusammenhang zwischen der vorgegebenen 

Flächenladungsdichte o (u, v) und o’(t). 

6) Diese Ebenengleichung ist eine spezielle. Form von ß) 
e=e'Öler—d) =o(R, y). 


e) Dies ist eine Ebene in Parameterdarstellung, also ein Spezialfall 
von y) mit A, u statt u, v. 


Da die Abhängigkeit von }, u explizit gegeben ist, können die beiden 
Integrationen durchgeführt werden. Einfacher erhält man das Er- 
gebnis, wenn man r mit der Normalenrichtung a x b skalar multi- 
pliziert. Dann erhält man (ax b)r= (ax b)c, also den Fall ö). 


b) Hier müssen in der Ladungsdichte zwei ö-Funktionen auftreten: 
«) e= ddl] dlR(ı)]- 


Ist q(x) die Linienladungsdichte auf der Kurve, dann wird 


es ae.) + (20.5) + ae) 


wie aus einer zu aß) entsprechenden Rechnung folgt. Unter der Wurzel 
stehen die Funktionaldeterminanten. 
ß) Ein Spezialfall von «) 
e=g’ö[r—x=)] dly— yl@)] = Nl+2+y% 
mit x, = dıx/dz. 
y) Hier ist mit ds=|dr| 
= ek) [dtölr— ri] elcd] = qit)dsjdt. 


Es ist dD=E+B und dv®=0, also &,dv&E=—div®P. ® ver- 
hält sich für E wie eine Ladungsdichte —div®. Wegen rot€& = 0 
kann € als Gradient eines Potentials dargestellt werden, für das die 
Gleichung &,A U = div® gilt, deren Lösung bekannt ist: 


BL) ‚ 9P/or 32 
B= 5. jar are |T— | D=-HcH+P. 


Auch die Felder hängen nur von x und y ab, so daß die Potential- 
gleichungen nur im Zweidimensionalen zu lösen sind. Dabei kann 
man die Ergebnisse der Funktionentheorie verwenden, nachdem man, 
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63. 


64.1. 


64.2. 
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wie in (321.2), die inhomogene Lösung abgespalten hat. Die letztere 
ist wie im Dreidimensionalen (221.8) bekannt: 


ö2 ö2 e 
Satz) l- & 

__ [ff dedyo@', y) omg 2 
u-- [Elmar d. 


Eine entsprechende Lösung ergibt sich für X. Für einen dünnen, 
gleichmäßig geladenen Draht, bei dem o = gö(x)ö(y) ist, erhält man 
zum Beispiel sofort (222.6). 


Bei dieser speziellen Zeitabhängigkeit geht (634.21) in 
af ee 


Are |t—rV| 


über. Entsprechendes gilt für jede Komponente von W. Führt man 
eine Entwicklung nach r’/r durch, so wird in erster Näherung 


t—rY\=r-er e=r/r 
und ” eat -rfe) ae 
1 St (area 


Der Exponentialfaktor unter dem Integral drückt die Interferenz 
der Felder aus, die von verschiedenen Teilen der Ladungswolke er- 
zeugt wurden. 


Die Rechnung verläuft analog zu Aufgabe (33.2). Für m, ergibt sich 
mg = 3,3102” Vsm. Es hat dieselbe Größenordnung wie der in 
(416.6) angegebene Wert. In (33.2) wurde « = 10 für L(«) = 0,90 an- 
gegeben, womit sich das erforderliche Magnetfeld zu 4=1,3. 10° A/m 
bestimmt. Bei den praktisch vorkommenden Feldstärken kann auch 
im magnetischen Fall L(«) = «/3 gesetzt werden. Bei der Berechnung 
der Energie kann also y als von # unabhängig angesetzt werden. 


Das Integral 


R mt \ 8 
ne] AH MH) R-Nm- Nil) 
führt auf 
u=—NkT [daL(e) «= mon 
Ö 


und läßt sich leicht auswerten: 


sinh & 


we -NkT [dx (eotha ——) = SAT, 
x x 
0 


64.3. 


71. 


72. 
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Für kleine X} bzw. « erhält man wieder den bekannten Ausdruck 


1 
2 


a2 
n=—NkT ET 3ms- 
Nach (644.10) ist m=|6&|/c? und damit die Kraft, die auf eine 
Fläche df wirkt, dk = 2ncdf= 2|& |df/c. (Bei Reflexion ist die 
Änderung der Impulsdichte 2). Das Moment wird 


D=[dk2=21&lbfe[da2=|©lba')e 
ö Ö 


rn 3 
ER ER = 10°!" Ws = 10°® pem. 


cm? .3. 1010 cm 


Das Teilchen sieht die Quellen von U(r) mit der Geschwindigkeit 
—p bewegt, „erlebt‘‘ also nach (711.5) ein Magnetfeld 


v dv oU v r 6U 
a Eu 2 do € r Or 

rxmp U 2 oU 
me Or ma dr" 


& ist der Drehimpuls des Teilchens in Bezug auf r = 0. 


Nach einer Uhr bei # = 0 werden zwei Uhren bei X, und £, so gestellt, 
daß sie für einen Beobachter in der Mitte zwischen 0 und &, bzw. 
0 und £, die gleiche Zeit anzeigen. Ihre Ortszeit wird dann nach 
(723.5) 

vi, 
 @_—_ v2 


Fa) —1(0) a) = 0). 


Sieht nun ein Beobachter in der Mitte zwischen ©, und £, auf diesen 
Uhren auch die gleiche Zeit? Stellt man die Uhr bei ©, nach der bei 
&,, so zeigt sie die Ortszeit 


an, die mit der Ortszeit übereinstimmt, die beim Einstellen nach 
der Uhr bei #= 0 angezeigt wird. 


. Das u-Meson durchläuft die Strecke x = 30 km in einer Zeit t = z/v. 


Eine mit dem Meson mitbewegte Uhr mißt infolge der Zeitdilatation 
nur eine Zeit von 


Ft (v0? -— N (Jo). 
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Mit > 2,22 .. 10° see wird 


n- 1-0 =- rl, 22.102, 


und für die Energie ergibt sich 


2 2 
ee FR a are: 


Vi (vje)? ” 2,22. 10-2 
Dabei ist 1GeV = 10°eV. Das u-Meson braucht mindestens das 


45fache seiner Ruheenergie von 106 MeV, um aus 30 km Höhe 
gerade noch zur Erde zu kommen. 


Das Koordinatensystem wird so gelegt, daß sich der Beobachter 
parallel zur «-Achse bewegt und die Normale der ebenen Welle in der 
x, y-Ebene liegt (p Winkel gegen die x-Achse). 
Die Phase hat im ruhenden System die Gestalt 
D=w(t— (x/c) cosp — (y/c) sin p) 
im bewegten 
D’' = w’ (1! — (a’/e) cosp’ — (y’/c) sin’). 


Nach Voraussetzung ist ® = ©’, und zwischen den Koordinaten 
gilt die LoRENTztransformation (733.1). 


s—vt $ ,_ t—(vJe?)z 


uernE Eu er 
Diese Werte werden in ®’ eingesetzt 
; ‚1+ (v/e) cos @ 
d'= w ———— 
= Vl- (Je)? 
Vı = w/o® 


v/c + cos p! 
zje 1+(v/e)cosp (yle) sing’ 1 + (v/e) cos p’ 


Der Vergleich mit © liefert 


u ae. _ _vleteosg’ 
m u 1+ (v/e) cos g’ 


1--(vje) cos p 
N wjo® 


ng 1+ (v/c) cos p! 


sin 


Ber 1— (v/c) cos v/ce — cos 
Ben Er cp’ = ? 


Y1— (je)? (v/e) cosp —1 " 


73.3. 


74.1. 
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Es ändern sich sowohl Frequenz als auch Ausbreitungsrichtung. 
Auch wenn sich der Beobachter senkrecht zur Wellennormalen be- 
wegt, werden noch Frequenz- und Richtungsänderung beobachtet: 


y=n/2 o=o/yl — (v/e)? csp' = —vle. 
Da x und & parallel zu v liegen lautet die LoRENTZtransformation 


a e u ip? 


Y1 — (n/e)? i Y1 — (vje)? 
/ 1 


Betrachtet man in & einen mit u bewegten Punkt, so ist r= ut. In 
& bewegte sich dieser Punkt mit einer Geschwindigkeit u, so daß 
für seine Bahn t=ujf gilt. r= ut wird in (1) eingesetzt, und es 
entsteht 


= 


uU,— 5 _ 1-Wdjle &, . 2 
Vor ST y-ul z=u,t 


E7 


oder, wenn man t durch t ersetzt 


U,—V j- 1— (vlo)? 7 3 — 4/1 (le)? z: 


Nie u,vjee 1— u,v/c? 1— u,v/ec? 


Vergleicht man diese Ausdrücke mit i= uf, so liest man für u 


U,— vd _ _ aY1l—(vje)? = a,Y1 (v/c)? 


u, = — = De 
” 1-—unpje? ’ %y 1-up/e « 1—uv/c? 


ab. Wie in Aufgabe 75.2 gezeigt wird, lassen sich’ diese Ausdrücke 
vektoriell zu 


1. ne [u — Jo? — v(1 + (oe un) (Vı = le? — ))] 


zusammenfassen. 


Auch die Komponenten von u, die senkrecht zu d liegen, ändern sich. 
Die Komponente in Richtung von dp ändert sich nach dem einfachen 
Additionstheorem der Geschwindigkeiten (735.7). Für Ju|=c ist 
auch |u|= c. 


Es ist &=ece,, y=v,=0 und (mit =) 


E u u, 
dt Y1- (ve)? 


Die erste Integration liefert 


v= (e£t/m-+ v,) Yl — (vJe)?. 
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75.1. 
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Setzt man für den Beginn der Beschleunigung t= 0, so wird v,= 0 


und Me 
PC TTL (eCtjmeoyjr ' 


Für große t geht v— -c, für kleine t erhält man die bekannte Formel 
v= eEt/m. Auch die zweite Integration ist leicht auszuführen und 


liefert 
rege yl+ e£t/m +2 . 
2 ec ( [ €) (1) 


Für t=0 sei z= 0, daher wird 2, =—mc?/eE. Für große t wird 
z=2,—ct, und für kleine £ wird z= eEt?/2 m. Das Teilchen durch- 


läuft in der Zeit 
mc he£ = 
ler 
die Strecke h. Seine Geschwindigkeit ist danach 


1 mc? 2 
% era) . 


Die durchlaufene Potentialdifferenz ist U = h€. Sie wird für v = c/2 
U = (Y4/3 — 1) me2le. 
Als Summe der Reaktionen gilt 


3D—He+H-tn. 
Wegen der Erhaltung von Energie und Masse muß 
AB=(8Ap— Am Au—A,) a 
HA 
sein, woraus 
AE= 22,1 MeV 
folgt. 
Die kinetische Energie ist 
2 
De 
"Ne 
1 
a) Bmme (og -1)=6,0me° 
1 

b) nme ii =) — 21,4me*. 


Es ist F,,= D,,F,„D,.ı. Setzt man F,, aus (755.12) und D bzw. 
D aus (753.11 und 13) ein, so ergibt sich 
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c0osp —sino 0 0 0 i&,le c0sp sing 0 0\ 
Fr. sing cosp 00 —sinp cosp 0 0 
oe 0 10)\-iE/e — Bar 0.010 
0 0 01 0 0 01 

i . Ze i i 
— — €,sinp — €,008@ = =, 
— — £,008P — — £,sinp BR, EB, 

=D 


— — €,c0s9— B,sinp — — €,sinp+B3, cosp 0° —B, 


— — £,c0sp+B,sing — — €, sinp—B, cosp RB, 0 


0 —£, 

jr 
— — £,0059—B,sinp — — €,sinp+B, cosp 
— &,00sp+Ry,sing — — £,sinp—B,cosp 


I £,c0sp+B,sing I C,00spP— By sing 
I €,sinp—B,cosg — €, sinp +, cos 
0 RB; 

Br 0 


Ersetzt man sing und cos nach (753.11 und 12), so erhält man 
gerade die in 745 angegebenen Ausdrücke. Die Aufgabe zeigt, daß 
man auf diesem Weg viel müheloser Transformationen durchführen 
kann. 


75.2. Gesucht ist die Transformation &,—= %x,. Mit den Hilfssystemen 
läßt sie sich darstellen als 


eh: =r,, a NgT,. 


2, enthält nur eine räumliche Drehung, so daß x] gerade in Richtung 
von d liegt. %, ist die bekannte LoRENTZtransformation (733.1), die 
nur x, und x] verändert, da sich 2” und 2” in x,-Richtung mit der 
Geschwindigkeit |b| gegeneinander bewegen. &, muß nun so gedreht 


26 Macke, Felder. 3. Aufl, 
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werden, daß es mit &, zusammenfällt, also ist 2, = %5!. Zunächst 
muß 2, bzw. 2, bestimmt werden. Es gibt beliebig viele Drehungen, 
die die x-Achse in Richtung von v legen, da über die Lage der y- und 
z-Achse nichts ausgesagt ist. Hier soll das System & um die Achse 
e,X e, um einen Winkel # mit cosd — e,e, gedreht werden. 


Nach dieser Drehung ist e3=e,. Um e, und e, zu bestimmen, 
werden zwei Einheitsvektoren e und a betrachtet, siehe Abbildung. 
Wird a um e um einen Winkel # gedreht, so ist 


a=coea+t[a—eoea]leos®d+exasind 


=coea+l[a—eoeale en +ex arl— (e,&u)°- 


In unserer Aufgabe ist nun e=e,x &// 1 — (ez&,)” und a=e, 
bzw. a= e,. Mit e,= xe,+ ße,-+ ye, werden daher 


= Be+l! 7) Pr e; 
a nl 


Setzt man a= e, ein, so erhält man natürlich e, = e,. Jetzt kann 
2, angegeben werden. Die Zeitkomponenten sind Null bis auf das 


26* 


Lösung der Übungsaufgaben 381 


Glied (00), das 1 ist. Als Ortskomponenten sind die Cosinus der 
Winkel zwischen den Achsen der Systeme & und 2” zu setzen. 


1 0 0 0 
1 & ß y 
= __R __By 
% g = ı 1l+a l+a 
By Y 
0 Ri l+a ern 


2, ist eine LORENTZtransformation der Form (753.11) mit der Ge- 
schwindigkeit v = |v| 


1 iv/c 
Yı (we)? Yı- (ve)? 
—iv/c at en 
= Yı- wi) Yı- (we)? 
0 0 10 
0 0 01 


Nun kann 2 = 9, %%, = %1%,L, berechnet werden. Mit 
A= 1/Y1— (v/c)? erhält man 

A ia Avje ißAvlc iyAvJc 
—irAvyee 1+0A—1) apß(d—]1) ay(A—]1) 
—ißAvle apldA—1) 1+BPKA—-1) Pyld— 
—iyAvle ayld—l) Py(d—l) 1+ 4-1) 


= 


Für ? ergibt sich 
t—nr/c? 


i=(t—vr/d)A= a 
u 
und für ti 
i=r+(1/Y1- (fe)? — 1) 0 vr/o®— vt/Yl — (v/c)?. 


Um das Additionstheorem der Geschwindigkeiten zu erhalten, setzt 
man r= wi und {= ft. Dann wird 


_ Wi wle)? 
— T-vwje 
und 
ae ng. 2_ v Vı - (vfe)? - 
= m+a/y (v/e?—1)v o om/v Ten er = 
Also ist 
I Be Dlerz, (wje)? u (Yı- I-eo®-1)+1)]. 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist im allgemeinen diejenige Formel angegeben, in 
der es zum ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind 
nicht mit angeführt. 


A Arbeit (512.1) 

A abgegebene Arbeit (514.12) 

a Dicke einer Dipolschicht 
(414.2), (623.22), 
Federkonstante (211.12) 

A Vektorpotential (422.5) 

a Länge und Richtung eines Di- 
pols (223.1) 


3, 73 magnetische Induktion (341.3) 


C Kapazität (314.3) 
c Lichtgeschwindigkeit (113.3), 
(613.7) 
Cy — im Vakuum (713) 
c, — in Substanzen (613.7) 
64, 65 — im bewegten System (723.1) 


D, D Drehmoment (233.9), (243.5) 
®, © dielektrische Verschiebung 
(334.5), (335.4) 
QD,, D„ — Normalkomponente (335.4) 
D,, ©, —, Tangentialkomponente 
(335.6) 


E Energie (122.9), 
elektrische Feldenergie (232.16), 
magnetische — (431.2), 
Wechselwirkungsenergie (232.8) 
E,: elektromagnetische Energie 
E,, mechanische Energie (642.11) 
e Elementarladung (331.3) 
e Basis des natürlichen Logarith- 
mus (326.2) 
€, € elektrisches Feld (123.2), 
(223.3) 
E,, €, —; Normalkomponente (311.4 
und 5) 
&,, €, — Tangentialkomponente 
(311.4), (335.6) 
e Einheitsvektor (114.1), (213.3), 
Ausbreitungsrichtung (614.10) 


F Symbol für Felder (Abb. 124) 
% Vektorfeld (424.2), 

inneres Feld (337.10), 

Fläche (213.1) 


@G Grexssche Funktion (323.7) 
g Gravitationskonstante (112.1) 


9, H} magnetische Feldstärke (241.2). 
(344.2) 

Ah Prancksches Wirkungsquantum 
(416.5) 


] Einheitstensor (644.13) 
Smz Imaginärteil von z (531.4) 
i(t) Momentanwert des Stromes 
(533.3) 
i imaginäre Einheit (752.13) 


J Strom (133.4), 
elektrischer Strom (352.4) 

Ju, Effektivwert des Stromes 
(533.5) 

j imaginäre Einheit (531.1) 
&% komplexe Stromamplitude 
(533.4) 

j, 5 Massenstromdichte (133.2), 
elektrische Stromdichte 
(352.1) 

jar Magnetisierungsstromdichte 
(623.23) 

ir Polarisationsstromdichte 

_ (623.19) 
i Gesamtstromdichte (623.26) 


K Symbol für Kräfte (Abb. 122) 
k Borrzmannkonstante (333.4) 
8, K Kraft (114.2) 
f, k Kraftdichte (132.1), 
Wellenvektor, Wellenzahl 
(613.11), (615.6) 


L Länge (315.13), 
LoscHmiptsche Zahl (331.1), 
Selbstinduktion (431.8) 
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L(«) Lanaevinsche Funktion 
(333.10) 
2, L Drehimpuls (122.8) 
2 komplexe Selbstinduktion 
(535.7) 
&(v) LoRENTztransformation (724.10) 


M Symbol für Massen (Abb. 122), 
Masse (123.3), 
relativistische Masse (544.2) 
m Masse (121.1) 
NM, M Magnetisierung (241.7) 
m, m magnetisches Dipolmoment 
(241.3), (243.5) 


N Leistung (354.2) 

N abgegebene Leistung (514.14) 
N, elektrische Leistung (514.4) 
N „. mechanische Leistung (514.8) 

N, Verlustleistung (642.8) 
N, Strahlungsleistung (642.8) 
N Teilchenzahl (224.9) 
N Teilchendichte (224.9) 
n Elektronendichte (352.1), 
Brechungsindex (615.13) 
n Normalenvektor (311.5) 


P, LEGENDREsche Polynome 
(226.6) 
P, P Impuls (122.8) 
R, D Polarisation (224.5) 
p, p Dipolmoment (223.1) 


Q Symbol für Ladungen (Abb. 122), 
Punktladung (112.2) 

Q, elektrisches Moment einer La- 
dungsverteilung (226.18) 

q Probeladung (112.2), 
Ladung pro Länge (315.11) 

q(t) Momentanwert der Ladung 

(533.3) 

q, Multipolmoment (226.22) 

Q komplexe Ladungsamplitude 
(533.4) 


R Radius (222.6), 
Onmscher Widerstand (353.5) 
rt, klass. Elektronenradius (342.1) 
N komplexer Widerstand (533.9), 
Randpunkte (312.1) 
Nez Realteil von z (531.4) 
t, r Ortsvektor (114.1) 


© Energiestromdichte (642.1) 


T Temperatur (333.3), 
Abklingzeit (356.8), 
Schwingungsdauer (613.10), 
Maßzahl der Zeit (722.5) 


U Elektrisches Potential (221.2), 
Spannung (511.3) 
U‘ induzierte Spannung (511.1) 
U,, Effektivwert der Spannung 
(533.5) 
u(t) Momentanwert der Spannung 
(533.3) 
u Wellenfunktion (634.1) 
U Wellenvektor (632.3), 
komplexe Spannungsamplitude 
(533.4) 


V mechanisches Potential (115.2), 
magnetostatisches Potential 
(241.2), 

Konvektionspotential (714.5), 
Relativgeschwindigkeit (725.5) 
vd, » Geschwindigkeit (132.1) 
O Volumen (344.2) 
©, Atom- oder Molekülvolumen 
(332.4) 


W Wirbelhaftigkeit (137.2), 
Wahrscheinlichkeit (333.3) 

’ Windungszahl (413.2) 

Wirbelfeld (137.15) 


8 


X Maßzahl des Ortes (722.2) 


N 


Stromlinienzahl (134.3) 
2 Liniendichte (134.1), 
komplexe Zahl (531.2) 


P Proportionalitätsfaktor (511.6) 


y Gravitationskonstante (121.5), 
Dämpfungskonstante (351.1) 


A LarLAceoperator (115.8) 
ö Deltafunktion (131.16) 
ö, Deltafunktion (131.14) 


&, Dielektrizitätskonstante (113.4) 
& Dielektrizitätskonstante (335.2) 


& cos® bei Kugelkoordinaten 
(226.5) 
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n Energiedichte (234.7) 


ns. Energiedichte des elektrischen 


Feldes (614.13) 

Nm — — magnetischen Feldes 
(614.13) 

Nr — Im Vakuum (642.5) 


n, Verlustleistungsdichte (535.10) 


0 Thetafunktion (131.20) 
© Trägheitsmoment [243] 
® Winkel (226.5) 


x spezifische Ladung (124.4), 


Suszeptibilität (337.11) (siehe 


auch 7) 
A Wellenlänge (613.12) 


4 Massendichte (131.1), 
Permeabilität (341.6) 


#0 Permeabilitätskonstante (113.3) 


v Leistungsdichte (354.3), 


Windungszahl pro Länge (413.4), 


Frequenz (514.2) 
% Impulsdichte (644.9) 


o Radius (223.6), 
Ladungsdichte (131.1) 
0r — der Polarisation (233.1) 


_„ Ladungsdichte der Magnetisie- 
rung (341.2) 
6 Gesamtladungsdichte (334.2) 


co Flächenladung (311.6), 
Leitfähigkeit (351.3) 


ı Stoßzeit (352.2), 
Dämpfungskonstante (356.20), 
Umlaufzeit (416.2), 
Schwingungsdauer (535.12) 


® elektrischer Feldfluß (213.1) 


+ Suszeptibilität (332.8) 
Indizes: e= elektrisch, m = 
magnetisch, d= dia, p = para. 


Y magnetischer Feldfluß (511.4) 


2 Raumwinkel (225.4) 

co Kreisfrequenz (358.2) 

& Winkelgeschwindigkeit (436.2) 
&, Eigenfrequenz (358.1) 


o Trennungszeichen zwischen Vek- 
toren (116.2) 
DO Viereckoperator (613.19) 
0/Or Vektoroperator (115.7) 
& Zeitableitung von x, also dx/dt 
(121.1) 


DIMENSION DER WICHTIGSTEN GRÖSSEN 
GEBRÄUCHLICHE EINHEITEN 


Strom (J): 
Spannung (U): 
Ladung (Q): 


Widerstand (R): 
Kapazität (C): 


Induktivität (L): 


elektrische Feldstärke (€): 


dielektrische Verschiebung (®): 


magnetische Feldstärke (9): 
magnetische Induktion (B): 


magnetischer Fluß (7): 


Ampere A 
Volt V 


Coulomb C 

1C23.10° elektrostatische Einheiten 
Ohm Q& 

Farad F 

1F29-10!!cm 

Henry H 

1H 2 10°cm 

V/m 

C/m? 

A/m 

1 A/m & 4/1000 Orsted (0) 
Vs/m? 

1 Vs/m? 2 10? Gauß 

Vs 

1 Vs & 1 Weber = 10% Maxwell 


SACH- UND NAMENVERZEICHNIS 


Abbildung, konforme 105, 111ff. 

abgestrahlte Leistung 283, 2857, 300 

Absolutes Maßsystem 5, 82, 185ff. 

Absolutgeschwindigkeit des Äthers 306, 
316, 320 

Absorption elektromagnetischer Wellen 
255 

Absorptionslänge 251 

Additionstheorem der Geschwindigkeiten 
325, 329 

Aggregatzustand 117 

Alpha-Teilchen 229, 337 

Ampere 186 

analytische Funktion 111 

Anfangsschwerpunkt 17 

Antenne 255 

Arbeit 67, 197, 198ff. 

— beimDurchlauf der Hysterese 139 

Äther 20, 306 

atomare elektrische Dipole 59 

— Ladungen 261 

— magnetische Dipole 134 

Ausbreitungsgeschwindigkeit 
299, 306 

Ausbreitungsrichtung 244, 247, 306 

Ausschaltvorgang 201 

Avancierte Lösung 278 


243, 244, 


Beschleuniger 221ff. 

Betatron 229. 

bewegte Ladung, Strahlung 280 
—, Feld 294 ff. 

bewegte Uhr 310, 323ff. 
bewegter Maßstab 304, 321 ff. 
Bewegungsgleichung 15, 252 

— eines Elektrons 186, 226, 262 
—, relativistische 329 ff., 349 
BioT-Savartsches Gesetz 160 
Blindleistung 214 

Bodenwelle 251 

BoLTzmAanssche Konstante 120 
Brechungsindex 250 

—, komplexer 250 


CaucHy-RıiEemannsche Differential- 
gleichung 111 
‚ Coulomb 5ff. 


CourLoımgkraft 4, 7 
CvriEepunkt 137 


Dämpfung des Schwingkreises 206 

Dee 228 

Deltafunktion 26ff. 

diamagnetische Suszeptibilität 136 

Diamagnetismus 136, 189#F., 265 

dielektrische Suszeptibilität 118, 264 

— Verschiebung 123 

Dielektrizität 117 ff. 

Dielektrizitätskonstante 123, 167 

Differentialgleichung, Cauchv-RIEMANN- 
sche 111 


-— der ebenen Welle 245 


—, Lapracesche 103 

—, lineare 209 

—, partielle 24, 25ff. 

—, Poıssonsche 51, 180 

—, vektorielle 14, 16 
Diffusionsgleichung 219 
Dimensionen 184 

Dipol, atomarer elektrischer 59 
—, atomarer magnetischer 134 
—, Drehmoment im Feld 73 

—, elektrischer 56ff., 257 

—, elektrische Feldstärke 57 

—, induzierter 74, 118, 136 

—, Kraftwirkung 73 

—, Ladungsdichte 58, 257 

—, Magnetfeld 79 

—, magnetischer 78, 259 

—, Potential 56, 58. 79 

—, Wechselwirkung im Feld 72ff. 
Dipoldichte, elektrische 59, 118, 258 
—, magnetische 59, 259 
Dipolladung 73 

Dipolmoment des Elektrons 117 
— einer Ladungsverteilung 66, 280 
—, elektrisches 56ff. 

—, magnetisches 78, 162, 260 
—, mittleres 120 

Dipolschicht, elektrische 60 

—, magnetische 159, 175 

—, Potential 60ff. 

Dispersion 150£. 

Divergenz 35 
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Doppelleitung, Kapazität 115 
Draht 147 

—, Magnetfeld 155 

—, Vektorpotential 168 
Drehimpuls 17 
Drehimpulssatz 162 
Drehmoment 74 

— auf einen Dipol 73, 79 
Drehung, infinitesimale 73, 339 
Drehungsmatrix 339 
Durchschlagsfestigkeit 223 
Dynamomaschine 177, 198ff. 


ebene Wellen 244 
Eichtransformationen 276 

Eigenfeld 147 

Eigenzeit 348 

Einheitsmatrix 339, 344 
Einschaltvorgang 202 

EınstEIn 321, 331 

—, Relativitätsprinzip 319 

—, Summationsvorschrift 338, 349 
Eisenkern 181, 199, 216 
Effektivwerte 211, 214 

elektrische Dipoldichte 59, 118, 258 
— Dipolschicht 60 

— Energiedichte 282 

— Ladung 2, 3, 17, 46, 253ff. 

— Ladungsdichte 23 

— Leiter im Feld 86ff. 

— Leitfähigkeit 143 

elektrischer Dipol 56, 257 

— Feldfluß 46 

— Hilfsvektor 123 

— Leiter 85, 263 

— Widerstand 143 

elektrisches Feld 19, 21, 42ff. 
Elektrode 228 

Elektrolyte 85 

Elektromagnet 198 
elektromagnetische Gesamtenergie 287 
— Wellen 185, 232, 239 
elektromagnetischer Impuls 291 
Elektromotor 177, 199#. 
Elektronen 85, 116, 221 

—, Beschleunigung 230 

—, Bewegungsgleichung 186, 226, 262 
—, magnetisches Dipolmoment 117 
Elektronenstrahlen im Vakuum 142 
Elektronenstrom 141, 144 
Elektronenvolt 222 

elektrostatische Energie 67 ff. 


elektrostatische Kräfte 2ff., 15 

— Wechselwirkung 15, 67ff. 

Elementarteilchen 222 

Endenergie bei Beschleunigern 229, 232 

Energie 17 

— beim Ferromagnetismus 217 

— einer Substanz im elektrischen Feld 
131 

— eines Kondensators 96, 132 

—, elektrische 67 ff. 

—, magnetische 79, 135 

—, relativistische 331 

Energieausstrahlung 280 

Energiedichte 72 

— .der elektromagnetischen Welle 247, 
282 

— einer Substanz im elektrischen Feld 
131 

—, elektrische 72, 282 

— im Vakuum 286 

— in Substanzen 288 

—, magnetische 79, 282 

Energie-Impuls-Vektor 348 

Energiesatz 286, 349 

Energiestromdichte 247ff., 282, 292 

Energietransport 247 

Energieumwandlung 145, 198 

Erhaltungssatz desAnfangsschwerpunktes 
17, 284 

— des Drehimpulses 17, 284 

— der Energie 285, 286ff., 331, 349 

— der Ladung 145ff., 238, 260 

— der Masse 37, 331 

— des Impulses 290ff. 

Erhaltungssätze 14, 17, 284 

Exponentialfunktion 209 


Farad 97 

Feld am Rande eines Leiters 87 
— einer homogen geladenen Kugel 55 
— einer Ladungsverteilung 43 

— einer Punktladung 42, 46 

— eines Dipols 57£. 

— eines zylindrischen Stabes 54 
—, elektrisches 19, 21, 42ff., 44, 47 
—, homogenes 93, 168 

— im Leiterinnern 86 

—, magnetisches 78, 79 

—, Messung 82 

—, periodisches elektrisches 151 
Feldausbreitung ins Vakuum 239f. 
Feldberechnung 266f., 272ff. 
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Feldenergie, siehe Energie 

Feldenergie einer Stromverteilung 174 

Felder 252 

— im großen Abstand 281 

Feldfluß, elektrischer 46ff. 

—, magnetischer 177f., 193 

Feldgleichungen 239, 252ff. 

—, differentielle 270 

—,im bewegten System 335 

—,integrale 270 

—, Aussagen 270 

Feldstärke, Dimension 45, 82, 156 

--, Stromlinienbild 45 

Feldtensor 351 

Feldvektor 31 

Fernwirkungstheorie 18 

Ferromagnetismus 135, 137f., 289 

Frequenz 243 

Frequenzabhängigkeit der elektrischen 
Suszeptibilität 152 

Fourızrreihe 216 


GALILEItransformation 309, 319, 328 

Gauß 83 

Gaussscher Sätz 35ff. 

Gausssches Maßsystem 5 

Gegeninduktion der parallelen Doppel- 
leitung 190 

gegenseitige Induktion 175, 183, 194 

xegenstrom 192 

Generator 222ff. 

Geschwindigkeitsfeld 24, 28, 38f. 

Geschwindigkeitsverteilung 24 

Gleichgewicht 75 

—,thermodynamisches 119, 137 

Gleichrichter 223 

Gleichstromleistung 214 

Gleichzeitigkeit 311, 312ff. 

Gradient 9, 30 

— des Raumwinkels 161 

Gravitationsfeld 19 

Grenzbedingungen für die Feldstärke 
123 ff. 

»rundaufgaben derElektrodynamik 255 ff. 

Grundgleichungen 252, 321 

— in Viererschreibweise 350 


Halbleiter 85 
Halbraum, leitender 220 
Hauteffekt 219ff. 

Henry 184 

HERTZ 239 
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Höchstgeschwindigkeit 326 
Homogen geladene Kugel 55, 129 
— polarisierte Kugel 129, 258 
Homogenes elektrisches Feld 93 
— Magnetfeld 168 

Hysterese 138, 215f., 289 


imaginäre Einheit 208, 342 

Imaginärteil 208ff. 

Impuls 17 

—, elektromagnetischer 291f. 

—, mechanischer 291 

Impulsbetrieb 225 

Impulsdichte 292 

Impulssatz 17, 284, 290ff. 

Induktion, gegenseitige 175, 183, 194 

—, magnetische 135 

Induktionsgesetz 193ff., 270 

Induktionsspannung 192f., 194ff., 197, 
204 

induktiver Widerstand 213 

induzierte Magnetisierung 268, 273 

— Polarisation 267, 273 

induzierter Dipol, elektrischer 75, 118 

—, magnetischer 136 

Inertialsystem 318£. 

infinitesimale Drehung 73£., 339 

inhomogene Wellengleichungen 276 

Interferenz 307 

Invarianz 284, 321, 338 

— der Ladung 332 

— des Lichtkegels 326 

Invarianzeigenschaften 284 

Ionen 85, 222 

Ionenquelle 228 

Isolator (Nichtleiter) 117 


Joos 308 
Joutesche Wärme 145, 287 
Joule 5 


Kapazität 94ff. 

— einer Kugel 95 

— einer parallelen Doppelleitung 115 
— eines Plattenkondensators 98 

— zweier koaxialer Zylinder 98f. 

— zweier konzentrischer Kugeln 97 
— zweier nichtkoaxialer Zylinder 112 
kapazitiver Widerstand 213 
Kaskadengenerator 222, 223 ff. 
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Kırcanorrscher Satz 107 

Kollektor 200 

komplexe Zahlen 208ff. 

— Funktionen 105, 111ff., 208f. 

— Selbstinduktion 217 

— Suszeptibilität 216 

komplexer Brechungsindex 250 

— Widerstand 212 

Kondensator 97£. 

—, Energie 96, 132 

— mit Dielektrikum 132 

konforme Abbildung 105, 111ff. 

konjugiert komplexe Zahlen 208 

kontinuierliche Ladungsverteilung 43, 53 

Kontinuitätsgleichung 24ff., 28f., 37£., 
146 

— in Viererschreibweise 350 

—, relativistische 350 

Kontraktion 308, 321 

Konvektionspotential 303 

Kraft 252 

— auf bewegte Ladung 178f. 

— bei Verschiebung von Stromringen 181 

—, elektrostatische 2ff., 15 

Kraftdichte 25, 28, 44, 253, 351 

Kraftfeld 14, 40 

Kraftwirkung auf einen Dipol 73 

— auf ein Dielektrikum 132 

— auf mitbewegte Ladungen 302f. 

— durch elektrische Felder 256 

Kreisbeschleuniger 222, 226 ff. 

Kreisbewegung 227 

Kreisfrequenz 243 

Kristalle 265, 289 

KRONECKERsymbol 64 

Kugel, homogen geladene 55 

—, homogen polarisierte 129, 258 

Kugelfunktionen 64 

Kugelkondensator 97 ff. 

Kugelwelle 282 


Ladung, atomare 261 

— bei Substanzen 18 

—, bewegte 280 

— des Atomkerns 116 

— eines Elektrons 117 

— elektrische 2, 3ff., 17, 46, 253 
—, langsam bewegte 259. 
— magnetische 77, 136, 259 
—, makroskopische 261 

—. rotierende 162 

—, schnell bewegte 296 ff. 
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Ladung, spezifische 24, 254 ff. 

Ladungsanhäufung 147 

Ladungsblitz 277 

Ladungsdichte auf Leiteroberfläche 87 

— einer Punktladung 257 

— eines Dipols 58, 257 

—, elektrische 23 

—, magnetische 78 

Ladungseinheit 5 

Ladungserhaltungssatz 145ff., 238, 260 

Ladungsinvarianz 332 

Ladungsstrom 142 

Ladungsverteilung der Polarisation 122 

—, Dipolmoment 66, 280 

—, Feld 43ff. 

— im Stromkreis 218 

—, kontinuierliche 43, 53 

—, rotationssymmetrische 65ff. 

Längeninvarianz 339 

Längenkontraktion 308, 313, 321 

LaAngevinsche Funktion 121 

LArLAcEoperator 9, 5l, 278 

Larracesche Differentialgleichung 103 

LArMORrfrequenz 188 

LEGENDREsche Polynome 63 

leitende Wand 90 

— Kugel 91 

leitender Halbraum 220 

Leiter, dicker 157, 218 

—, elektrischer 85ff., 263 

— im Feld S6ff. 

Leiterschleife 198 

Leiterverzweigungen 148 

Leistung 144, 198 

—, abgestrahlte 283, 300ff. 

Lichtgeschwindigkeit 6, 18, 185, 306f. 

Lichtkegel 326ff., 341f. 

- „ Invarianz 326 

Linearbeschleuniger 222, 224ff. 

Liniendichte 31#. 

logisches Schema 17, 21, 252 

LoRENTZgruppe 343ff. 

Lorextzkontraktion 305, 308, 320, 321 ff.. 
332 

LorENnTzkonvention 275ff., 
351 

— bei Eichtransformationen 276 

LorENTzkraft 178ff., 226, 252, 351 

LoRENTztransformation 313ff., 320, 325, 
346 

—, Eigenschaften 316f. 

Loschaiptsche Zahl 116 


281, 334f.. 
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Magnetfeld der Ringspule 158ff. 
— der Zylinderspule 158ff. 

— eines Drahtes 155 

— eines geradlinigen Stromes 155 
— eines Stabmagneten 139#. 
magnetische Dipole 78, 134, 259 
— Dipolschicht 159, 175 

— Energiedichte 282 

— Feldstärke 78, 82, 156f. 

— ‚Induktion 135 

— Kraft 178 

— Ladung 77, 136, 259 

— Ladungsdichte 78 

— Permeabilität 135 

— Suszeptibilität 135, 136, 190 
magnetischer Feldfluß 177£., 193 
magnetisches Moment 78, 162f., 260 
Magnetisierung 79, 135, 137, 253 
—, induzierte 268, 273 
Magnetisierungsstrom 261 
Magnetisierungsstromdichte 261 
Magnetismus, remanenter 138 
Magnetnadel 154 
magnetostatische Feldenergie 79, 135 
magnetostatisches Feld 78 

—, Potential 78 

Magnetpol 77 

Magnetpoldichte 79, 135, 269 
makroskopische Ladung 261 
Masse des Elektrons 117 

— des Wasserstoffatoms 116 

—, relativistische 226, 330 
Maßeinheiten 184 

Massendichte 23, 28, 37, 253 

— des starren Körpers 25 

— einer Punktmasse 29 
Massenerhaltung 24, 28, 36, 284 
Massenstrom 30, 33, 36 
Massenstromdichte 30ff. 
Maßstäbe 308 

—, absolute 309 

—, bewegte 322 

—, Eichung 308ff. 

—, elektromagnetische 309. 
Maßsystem 6, 82, 185 

—, elektrostatisches 185 

—, Gavusssches 5 

Maßzahlen 309, 321 

—, Transformation 313 
Materialgleichungen 252, 254, 256, 261ff. 
— in Kristallen 265 
Matrixdarstellung der Drehung 339 
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Matrixdarstellung der LORENTzgruppe 
MAXxWELL 239 [344 
MaxweLusche Ergänzung 238ff. 

— Gleichungen 235, 239, 253, 270 
MAxwertscher Spannungstensor 293 
Mechanik, relativistische 328 
mechanische Energie 285, 287, 331 
mechanischer Impuls 17 
Meßinstrumente, bewegte 304 
Messung der Feldstärke 4, 44, 82 
Metalle 85£., 117, 141ff. 
MicHELsonversuch 306ff., 327 
MınKkowskı 340 

—, Raum-Zeit-Kontinuum 340 
mittlere Wechselstromleistung 213 
MKSA-System 6, 82, 185 
Momentanwerte 211 
Multipolmomente 66 


Näherungslösungen des Randwertpro- 
blems 104f. 

Nahwirkungstheorie 18ff. 

Newronsches Kraftgesetz 25, 28 

Nichtleiter 85, 117 

NOBLE, siehe TROUTON 

Nordpol, magnetischer 77 


Oberflächenladung 88, 125 

Oersted 83, 156 

OErstedsche Beobachtung 154f., 165 
Ohm 143 

Onmscher Widerstand 143, 212 
Oumsches Gesetz 143, 263 

— für Drähte 143 

— für Wechselstrom 212f. 

Operator 9, 245, 278, 334, 350 


Parallelschaltung von Widerständen 148 

paramagnetische Suszeptibilität 137 

paramagnetisches Verhalten 163 

Paramagnetismus 137 

parelektrische Suszeptibilität 121 

Parelektrizität 119ff. 

periodische Wellen 243 

periodisches elektrisches Feld 151 

Permeabilität, magnetische 135, 167 

Phasenflächen 244 

Phasenunterschied zwischen Strom und 
Spannung 214 

Phasotron 221 

Prancksche Konstante 163 

Plasma 255 

Plattenkondensator 98ff. 
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Plattenkondensator mit Dielektrikum 
132 

Povntınavektor 248, 286, 296 

Poıssoxsche Differentialgleichung 51, 180 

Polarisation 118, 253, 268 

—, dielektrische 119 

—, induzierte 267, 273 

—, parelektrische 121 

Polarisationsstrom 260 

Polarisationsstromdichte 260 

Polarisation im Dielektrikum 129 

Potential 

— einer beliebigen Ladungsverteilung 52 

— einer Dipolschicht 60 ff. 

— einer eng begrenzten Ladungsvertei- 
lung 62ff. 

— einer homogen geladenen Kugel 54 

— einer Kraft 8tF., 40f. 

— einer Punktladung 52, 55 

— einerrotationssymmetrischen Ladungs- 
verteilung 66 

— eines elektrischen Dipols 56f., 58 

— eines gleichmäßig geladenen, zylindri- 
schen Stabes 54 

— eines magnetischen Dipols 79 

—, elektrostatisches 12, 16, 5Lff. 

— im ladungsfreien Raum 108 

— im stationären Fall 267 

— im großen Abstand 280 

—, magnetostatisches 78, 268 

—, retardiertes 279 

-—, skalares 275 

Potentialflächen 9, 12, 30, 51 

— am Leiter 88 

— einer schnellbewegten Ladung 298ff. 

— eines Dipols 56f. 

Potentialgleichung 51, 150, 167, 276 

—, allgemeinste Lösung 53 

—, homogene 53 

—,inhomogene 279 

Potentialtheorie 102#F. 

potentielle Energie 67 

Primärspule 203 

Protonen 221 

Punktladung 4, 13, 291. 

—, Feld 42ff, 46 

—, Ladungsdichte 29, 257 


Quadrupolmoment 66 

Quelldichte 34ff., 36 

Quellen 32ff., 36, 37, 46, 170, 252#. 
—, Beschreibung 257 ? 
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Quellen, bewegte 279 

— des elektrischen Feldes 46ff., 72, 
270 

— des Vektorpotentials 275 

Quellenfeld 171 

—, stationäres 266 

Quellstärke, elektrische 32 ff. 

—, magnetische 140ff. 

Quellverteilung 2771. 


Randbedingungen 89, 90 

Randwertaufgabe 89, 100 

—, Eindeutigkeit der Lösungen 101 

—, eindimensionale 108 

—, erste, zweite, dritte 100 

—, Näherungslösungen 105ff. 

—, Reduktion 101 

—, zweidimensionale 109 

raumartiger Vektor 342 

Raumwinkel] 47, 60 

—, Gradient 161 

Raum-Zeit-Kontinuum 340 

Realteil 111, 208ff. 

reguläranalytische Funktion 111 

Reibung 117f. 

Reibungskraft 142, 144, 150 

Reihenschaltung von Widerständen 148 

Relativbewegung 306, 315 

Relativgeschwindigkeit 310 

relativistische Bewegungsgleichung 329 ff. 

— Energie 331 

— Masse 226, 330 

Relativitätstheorie, spezielle 305, 317 ff. 

remanenter Magnetismus 138 

Resonanz 152 

Resonanzfrequenz 213 

retardierte Lösung der Wellengleichung 
278 

— Potentiale 279 

Retardierung 18 

Richtmoment 74 

RIEMANN, siehe CAUCHY 

Ringspule, Magnetfeld 158ff. 

— mit Eisenkern 215 

rotationssymmetrische Ladungsvertei- 
lung 65ff. 

rotierende Ladung 162 

Ruheenergie der Elektronen 229 

— der Protonen 229 

Ruhemasse 226, 330 


Sättigung 121, 138 
Scheinladung 90ff. 
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Schema, logisches 17, 21, 84, 252ff. 
Schwerpunkt 17 

Schwingkreis 205 

Schwingung, gedämpfte 206, 263 

—, ungedämpfte 205 

Seilwelle 242 

Sekundärspule 203 

Selbstenergie einer Punktladung 70, 77 
Selbstinduktion 175, 181, 192f., 204. 
— einer Ringspule 181 

—, komplexe 217 
Selbstwechselwirkung 70f. 

Senken 32, 46 

Signalgeschwindigkeit 313 

skalares Potential 275 

— einer schnellbewegten Ladung 298 
Skineffekt 219ff. 

Sollkreis 229f. 

Spannung, elektrische 89 

—, induzierte 192ff., 194ff., 197, 204 
spezielle Relativitätstheorie 305, 320f. 
spezifische Ladung 23, 254 
Spiegelladung 90 

Spule 158, 203 

Stabmagnet 79ff., 81, 139 

—, Potential 81f. 

—, Stromlinienbild 81 

—, Dipolverteilung 80, 81 

statisches Gleichgewicht 85 
stationärer Strom 142, 165 
Stetigkeitsbedingungen 124, 126 
Stokzsscher Satz 40ff. 

Stoßzeit 144 

Strahlung einer bewegten Ladung 280 
Strahlungsleistung 283 
Strahlungsverluste 232 

Strom 146, 155, 259, 270 
Stromdichte 36, 142, 143, 253, 259 
Stromkreis 179, 201 

-, potentielle Energie 180 
Stromlinien 31ff., 51 

— am Leiter 88 

Stromlinienbild der Feldstärke 45 

— des Stabmagneten 81 

— eines Vektorfeldes 31ff. 

-- von Punktladungen 45 
Stromliniendichte 31, 109 
Stromquelle 142 

Stromring 159 

—, Feld 160ff. 

Stromringe, gegenseitige Induktion 180 ff. 
—, Wechselwirkung 196 
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Stromstoß 191 

Stromverdrängung in Leitern 219 

Stromverteilung, Feldenergie 174 

— im Schwingkreis 212 

Südpol, magnetischer 77 

Substanzen 262 

Summationsvorschrift 338, 349 

Suszeptibilität, diamagnetische 136, 190, 
265 

—, dielektrische 118, 130 

—, Frequenzabhängigkeit 152 

—, komplexe 216 

—, magnetische 135 

—, paramagnetische 137 

—, parelektrische 121 

Synchroton 222, 233 ff. 

Synchrozyklotron 222, 229ff. 


Teilchenbeschleuniger 221 

Temperatur 120 

Tensor 265, 273, 293 

thermodynamisches Gleichgewicht 119, 
121 

Thetafunktion 27 

Transformation der Maßzahlen 313 

Transformator 179, 204 ff. 

transversale Welle 247, 250 

— Wellengleichung 272 

Transversalitätsbedingung 240, 246 

TRouTon 304, 308 

TscHERENnKowstrahlung 298 ff. 


Überlichtgeschwindigkeit 341 
Uhren, absolute 309 

—, bewegte 323 

—, Eichung 308 

—, elektromagnetische 310ff. 
Umlaufströme 260 


Vakuum 239 
VAN-DE-GRAAFF-Generator 222ff. 
Vektordifferentialgleichung 14, 16 
Vektorfeld 30, 40, 170 

—, Messung 44 

—, Quellen und Senken 32 
Vektorpotential 166, 268 

— des magnetischen Dipols 170 
— einer schnell bewegten Ladung 297 
— eines Drahtes 168 
Vektorschreibweise 7ff. 
Verbraucher 152 
Vergangenheitskegel 341 
Verlustleistung 217, 287 
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Verlustleistung, magnetische 290 

Verschiebung, dielektrische 123 

Viereroperator 245, 276 

Vierergeschwindigkeit 348 

Viererkraft 349 

Viererpotential 274 

—, retardiertes 279 

Viererschreibweise der elektrodynami- 
schen Gleichung 350 

Vierervektor 346 

Volt 186 


Wahrscheinlichkeit der Energieverteilung 
120 

Wärme, JouLgsche 145, 287 

Wärmebewegung 119, 137 

Wärmeenergie 145 

Watt 5 

Wechselspannung 198, 211 

Wechselstromkreis 211ff. 

Wechselstromleistung 214 

Wechselwirkung benachbarter Dipole 138 

— einer Schar von Punktladungen 70 

—, elektrostatische 15 

—, innere 69 

— zweier Ladungswolken 68 

—- zwischen mechanischen und elektro- 
dynamischen Erscheinungen 285 

Wechselwirkungsenergie einer Ladungs- 
wolke 7Lf. 

— eines elektrischen Dipols im Feld 72ff. 

— eines induzierten Dipols 75 

— eines magnetischen Dipols im Feld 79 

— eines Stromkreises im Feld 175 

— zweier Stromringe 196 

Wellen, dreidimensionale 244 

—, ebene 246 

—, elektromagnetische 185, 232, 239 

—, Energiedichte 247 

— im Vakuum 246 
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Wellen in Substanzen 248ff. 

—, mathematische Beschreibung 242 
—, periodische 243, 248 

—, transversale 247 

Wellengleichung 241, 245 

—, eindimensionale 243, 278 

—, homogene 277 

—, inhomogene 276 

—, transversale 272 

Wellenlänge 244 

Wellenvektor 272 

WiıpkErozsche Bedingung 231f., 233 
Widerstand, elektrischer 143 

—, induktiver 213 

—, kapazitiver 213f. 

—, komplexer 212f. 

—, OHmscher 143, 212 

Widerstände, Parallelschaltung 148 
—, Serienschaltung 148 
Windungszahl 158 
Winkelgeschwindigkeit 41, 187 
Wirbel 33,.37, 170 

—, elektrische 239 

—, magnetische 239 

Wirbelfeld 37, 171 

Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes 49 
Wirkungsgrad des Elektromotors 200 
— einer Dynamomaschine 199 
Wirkungsschema 17, 21, 84, 252#f. 


Zahlen, komplexe 208ff. 
—, konjugiert komplexe 208 
Zahlenebene, komplexe 208 
Zeit, absolute 310 
zeitartiger Vektor 342 
Zeitdilatation 311 
Zeitkonstante 202 
Zukunftskegel 341 
Zyklotron 222, 228 
Zylinderspule 158 
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NATURKONSTANTEN 


Gravitationskonstante yl4r 
Prancksches Wirkungsquantum h 
h=hjlr 

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c=1/Yeoto 
Permeabilitätskonstante Ko 
Dielektrizitätskonstante & 
1/Axe, 

Ladung des Elektrons e 
€ e/Väre, 

Ruhmasse des Elektrons mM 
Ruhenergie des Elektrons mc? 
Verhältnis der Protonen- zur Elektronenmasse m,/m 
Masse des Protons m, 
Masse des Neutrons m 
Bonsscher Radius ay = h?/m €? 
Compronwellenlänge des Elektrons 2raa, =hlme 
Klassischer Elektronenradius 1, = a?2a, = &/mc? 
Kernradius-Einheit Ro 
Feinstruktur-Konstante a= e/hc 
RYDBERGfrequenz, R= me!/2h® 
RyopsBErckonstante Rj2rc 
Ladungskonstante der Elektronenwelle e=e/h 
Massenkonstante der Elektronenwelle u=m/h 
Spezifische Ladung des Rlektrons e/m = ef 
Bonrsches Magneton Hole! h/2m 
je) h/2 m 

BorrzmanNnsche Konstante k 
Absolute Temperatur des Eispunktes Tr 
LoscHmiptsche Konstante n = L/kmol 
Gaskonstante r=kn 
FarADAYsche Konstante jeln 
Energieeinheiten 1 Ws 
leV 

l kcal 


= 6,674 - 10-1! kg-1 m? s=? 
= 6,6257 10-3: Ws? 

— 1,054 - 10-31 Ws? 

— 2,99793 - 108 m/s 

= 4x : 10°” Vs/Am 

— 8,854 - 10-1? As/V/m 

= 8,988 - 10° Vm/As 

= — 1,602 - 10-19 As 

= — 1,519 - 10-1! (Wsm)!? 


‚= 9,108 - 10-3! kg 


= 0,511 MeV 

— 1836,1 

= 1,672 - 1027 kg 

= 1,675 - 102” kg 

= 0,52917 - 10-10 m 

= 2,426 - 10-1? m 

= 2,818 - 10° m 

= 1,2: 101° m 

—= 7,2973 - 10°? = 1/137.04 
= 2,06697 - 1016 57! 

= 1,097373 - 10°? m! 

= - 1,519 - 1015 V-1 7! 
= 8,638 - 10° m? s 

= — 1,7589 - 101! As/kg 
= 1,165 : 10° Vsm 

— 0,9273 - 10-2? Am? 

= 1,380 - 10-2? Ws/grd 
= 273,15 °K 

— 6,025 - 10°%/kmol 

= 8,317 - 10° Ws/kmol grd 
= 1,987 kcal/kmol grd 
= 9,652 - 10° As/kmol 
— 1m?kg/s? 

= 1,602 - 10-19 Ws 

= 4185 Ws 


ATOMARE EINHEITEN 


Masse m 
Ladung e 
Wirkung, Drehimpuls h 
Länge a, = h?/n 
Energie E&/a, = me*/h? 
Geschwindigkeit n=ac=e&/h 
Zeit au/v, = h?/me* 


Magnetisches Moment leI h/2m 


= 9,108 10°?! kg 

= — 1,602 - 10-19 As 

= 1,054 - 10-31 Ws? 

= 0,52917 - 1010 m 

= 27,21 eV = 4,3590 - 10-18 Ws 
— 2,188 - 10% m/s 

= 2,419 - 10-17 8 

= 0,9273 - 10-23? Am? 


ii ! 
\ Sn 
Ba 


Hi 
i 


ii Hl 
| It Hl Hit 
ii 
j 


